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Bevezetés

A halozatelmélet egyik, jelenleg intenziven kutatott témakoére a komplex halézatok
rendelkezik egyfajta hierarchikus struktirdval (pl. dominancia viszonyok, vagy akar a
kiilonboz6 attributumokkal rendelkezd pontokat magukba foglald kategéridk bennfoglalasi
hierarchidja) és az ezt leir6 faszeri struktira egy negativ gorbiiletli (hiperbolikus) tér
diszkretizalt valtozatanak tekinthetd, igy adja magat az az elképzelés, miszerint a hiperbolikus
beagyazassal (azaz a halozat pontjainak a hiperbolikus térben torténo elhelyezésével) a haldzat
egyfajta természetes reprezentacidja allithato eld, amelyben a pontok térbeli elrendezddése a
halozat mogott rejlé hierarchianak megfeleld [1]. A hiperbolikus beagyazas a halozat
pontjainak egy olyan elrendezését eredményezi, amely a haldzati topologiat jol tiikrozi, ugyanis
a hiperbolikus térben az egymassal 6sszekotott, illetve a hasonld szomszédokkal rendelkezé
pontok egymashoz kozel helyezkednek el, valamint a halézat csoportjai jol kirajzolodnak.
Kovetkezésképp a haldzat hiperbolikus térbeli elrendezddésének, a pontok kozti hiperbolikus
tavolsagoknak a figyelembevétele eldsegitheti a hianyz6 élek predikcidjat, vagy akar a haldzat
csoportjainak azonositasat is. Halozatok hiperbolikus beagyazasara tobbféle modszer is 1étezik
mar [2,3,4], de ezek fejlesztése illetve ujabb modszerek kidolgozasa folyamatosan zajlik.

A hiperbolikus geometria relevancidjara utal az a megfigyelés is, hogy a hiperbolikus sikot
reprezentald Poincaré-korongon véletlenszerlien leszort pontok kozott a hiperbolikus
tavolsagtol fiiggd (a hiperbolikusan kdzeli pontokra nagy) valoszintséggel 1étrehozva éleket
olyan halozati topoldgidk allithatoak eld, amelyek a valos halozatoknal altalanosan megfigyelt
harom tulajdonsaggal is rendelkeznek, tgymint a Kis-vilag tulajdonsag, a skalafliggetlen
fokszameloszlas és a magas atlagos klaszterezettség [1]. Mostanra mar tobb olyan modell is
1étezik, amely a hiperbolikus sikban general halozatot, ilyen tobbek kozt a popularity-similarity
optimization (PSO) modell [5] és az S* modell [6]. Kutatasunk soran a hiperbolikus beagyazasi
modszerek fejlesztése mellett a hiperbolikus geometridra €pitd haldézatmodellekben rejld
tovabbi lehetdségek feltarasa is célunk.

Az aktualis félévben elvégzett kutatasok ismertetése

Munkank soran kidolgoztunk egy likelihood [2] maximalizacion alapuld eljarast, amellyel a
Poincaré-korongra elhelyezni kivant halozat pontjainak az un. noncentered minimum
curvilinear embedding (ncMCE) beagyazé modszerbdl [3,4] kapott szogkoordinatait
optimalizaltuk gy, hogy a beéagyazott halozat végsdé hiperbolikus elrendezése a lehetd
legnagyobb mértékben feleljen meg az E-PSO modell [2] altal generalt azonos szomszédsagi
matrixa halozaténak.

Az idealis beagyazast els6ként a HyperMap algoritmusban [2] probaltak az E-PSO-ra
vonatkoz6 likelihood maximalizalasaval megtalalni. A médszer alapja az a feltételezés, hogy
mivel az E-PSO realis halozatokat general, igy tekinthetiink a beagyazand6 valos halézatunkra
ugy, mintha azt az E-PSO modell generdlta volna — ekkor pedig a bedgyazds soran



értelemszertlien azt az elrendezést kell megkeresni, amelynek a valdszintisége (likelihoodja) az
E-PSO modellben a legnagyobb. Mivel azonban a likelihood maximalizaldsa a
szogkoordinatakra nézve analitikusan nem megoldhat6, a HyperMap viszonylag lasst: egy N
pontos halé bedgyazasahoz O(N3) szamitasi 1épésre van sziiksége. Ezzel szemben a gyors,
dimenziéredukcion alapulé ncMCE moédszerbdl kapott szogkoordinatakbdl inditva a likelihood
maximalizalasat elegendd a teljes [0,2m) szogtartomany helyett a kiindulasi szogkoordinatak
koriili lesziikitett régiot feltérképezni a halézat minden pontjara. Feltételezve, hogy az ncMCE-
bol kapott szogkoordinatak viszonylag jok, de lehetdvé téve a pontok szog szerinti sorrendjében
jelentkezd esetleges hibak javitasat a szogkorrekcios algoritmusunk a halozat pontjainak
kezdetben az aktudlis masodszomszédaik, majd — mikor ez mar nem okoz jelentOs
likelihoodnovekedést — az aktualis kdzvetlen szomszédaik kozotti elmozdulasat engedi meg. A
radialis koordinatak szerinti ndvekvd sorrendben n << N-szer végighaladva a halozat pontjain
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mintavételezve a likelihood maximalizalashoz sziikséges futdsidd csupan O(N?2)-es.

Méréseink alapjan mar n = 10 korrekcios kor és ezek mindegyikében minden pontra g = 6
tesztpozicid vizsgalatanak elvégzése elegendd ahhoz, hogy akar 20%-ot csokkenjen a
beagyazas negativ log-likelihoodja (logarithmic loss) az ncMCE eredményéhez képest.
Figyelemre méltd, hogy az 1. abra tanulsaga szerint az E-PSO-ra vonatkozé likelihood
novekedésével egyidejileg a beagyazott haldzat keletkezésérél semmit nem feltételezo, a
greedy routing-nak [7] az adott hiperbolikus poziciok esetén a haldzat egyes pontparjai kozotti
atlagos hatékonysagat jellemz6 tn. GR-score [4] is javul (n6) a sz6gek optimalizalasa soran. A
2. abra egy valos halozat [8] hiperbolikus bedgyazasat mutatja a szogek korrekcidja el6tt
(vagyis az ncMCE mddszer esetén) és utan, eszerint a likelihood maximalizalasa a halozat
csoportjainak szog szerinti jobb szétvalasat is eldsegiti.
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1. dbra: A beagyazds E-PSO modellre vonatkoz6 negativ log-likelihoodjanak (bal) és GR-
score-janak (jobb) relativ javulasa a végrehajtott korrekcios korok n szamanak fliggvényében
kiilonboz6 méretili, az E-PSO modellel generalt halozatokra. A fliggdleges vonal el6tti korokben
a sz0g szerinti masodszomszédok, mig utana a szog szerinti kozvetlen szomszédok pozicidja
kozotti 6 pontban mintavételeztem a likelithoodot a halozat 6sszes pontjara. A generalashoz
hasznalt E-PSO modell paraméterei a kovetkezdek: a haldzat pontjainak szama N, az atlagos
fokszam 2 - (m + L), a fokszameloszlas hatvanyfiiggvényesen lecsengd végén a hatvanykitevo
abszolut értéke y = 1 + 1/, a klaszterezettséget meghatarozd hdmérséklet T.
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ncMCE with angular optimisation
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2. ébra: Egy taplaléklanc [8] ncMCE modszerbdl kapott (bal) és a szogek optimalizalasa utani
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likelihood maximalizalasaval mar 10 szogkorrekcios kor alatt hatarozottabba valt a halozatban
talalhat6 csoportok szog szerinti szeparacidja.

Az E-PSO modellre vonatkozo likelihoodnak a beagyazasi mindség mérészamaként vald
alkalmazasat eddig nagyban nehezitette, hogy kiszamitasahoz el6zetesen ki kell valasztani az
E-PSO modell megfeleld paramétereit. Ez féleg a § és a T paraméterek esetén volt problémas:
eldbbit a fokszameloszlasra — kis haldzatoknal igen nehézkesen — illeszthetd hatvanyfiiggvény
kitevdje, utobbit pedig egy viszonylag komplikalt eljards soran, tobb kiillonbozd T érték mellett
kapott beagyazason a hiperbolikus tavolsag fliggvényében megmért sszekotési valoszinliségre
illesztett egyenes meredekségének az elméleti értéktdl vald eltérését minimalizalva becsiilték
meg [2]. Az altalunk bevezetett modszer ennél Iényegesen egyszeriibb: az ncMCE modszerbdl
kapott, a likelihood maximalizalas paramétereirdl fiiggetlen szogkoordinatak mellett torténd, a
koordinatak helyett a paraméterekre vonatkozo likelihood maximalizalassal hatarozzuk meg
¢és T értékét. Ezen kiviil felismertiik, hogy az m paraméter szokéasos becsiilt értéke (a halozatban
eléforduld minimalis fokszam) jellemzden eltér a likelihood fliggvénynek az m szerinti
maximumbhelyétdl, emiatt az m paraméter esetén is attértiink a likelihoodalapu becslésre.

A hiperbolikus geometriara épitd halozatgenerdld modellek jelenleg mind a 2-dimenzids
hiperbolikus térben mikddnek. A félév soran elkezdtem kidolgozni az E-PSO modell
tetszOleges d-dimenzids hiperbolikus térbe torténd kiterjesztését. A kettdnél magasabb
dimenzids terekben az eredd szogtiavolsdg meghatarozdsanak nehézsége miatt mar nem
hasznalhato a hiperbolikus koszinusztétel a két pont kozotti hiperbolikus tavolsag
meghatarozasara. Azonban az Gn. Poincaré ball modellben [9] érvényes (1) tavolsagképlet
tetszOleges dimenzids térben konnyen alkalmazhaté — itt x(w,v) a hiperbolikus teret
reprezentaldo gomb kozéppontjaba esd origoval rendelkezd Descartes-féle koordinata-
rendszerben egy u és egy v helyvektort pont kozotti hiperbolikus tavolsag, ||. || pedig az
megadott radidlis koordinatakrol attérve a Poincaré ball-beli radialis koordinatakra tetszéleges
d-dimenzios hiperbolikus térben leszort halozati pontok esetén megoldhatéva valik a
hiperbolikus tavolsagok mérése és az ezektdl fliggd Osszekotési valdszintiségek alkalmazasa. A
kovetkezd félévben tervezem elvégezni a d-dimenzidés modell részletes analitikus ¢€s
szimulacios vizsgalatat.

x(u, v) = arccosh (1 +2- (1)
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Publikaciok
Jelenleg szerkesztés alatt 41l az NCMCE modszerrel eldallitott hiperbolikus beagyazasoknak az

E-PSO modellre vonatkozé likelihood maximalizacidjan alapuld optimalizalasardl szolo
kézirat.

Tanulmanyi tevékenység az aktualis félévben

A félév soran a PhD programomban meghirdetett alabbi két targyat végeztem el:
e Fejlodésbiologiai mechanizmusok kvantitativ modelljei (FIZ/3/056E)
e Adatbanyaszat és gépi tanuléas (FIZ/3/084)

Konferenciak az aktualis félévben

Decemberben részt vettem egy konferencian (The 8th International Conference on Complex
Networks and their Applications) Lisszabonban, ahol poszter prezentacié formajaban
bemutattam az ncMCE modszerb6l kapott hiperbolikus beagyazasoknak a likelihood
maximalizacidjara iranyulo szogkorrekcidjaval elért eredményeimet.

Oktatasi tevékenység az aktualis félévben

A Biolodgiai Fizika TanszEk altal meghirdetett Modern fizika laboratoriumi gyakorlatok cimii
targy haromoras Spektrofotometria mérését vezettem 11 alkalommal. A Czirok Andras altal irt,
2013 ota hasznalatban 1évé mérésleirast a félév soran frissitettem, a hallgatoi visszajelzések
alapjan atdolgoztam.
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