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KIVONAT

A fizika és fizikaoktatas célja a minket koriilvevo természeti jelenségek megértése,
melyhez az egyik legfontosabb ,kellékiink” az emberi 1éptékii jelenségeken edz6dott intuici-
onk. A kvantummechanika azonban egyike azon teriileteknek, melyek kapcsan nem rendel-
kezhetiink kozvetlen tapasztalatokkal. A dolgozat személyes beszamolo, mely ravilagit, hogy
egyetemistaként, illetve kezdd tanarjeloltként milyen hatast gyakorolt a szerzére a kvantum-
mechanika megismerése.

Az atomi méretek alapvetd folyamatai érzékszerveink szdmara nem hozzaférhetok, igy
példaul a makroszkopikus testek soha nem mutatnak hullam-részecske kettdsséget. Hasonloan
rejtve marad eldttiink a természeti torvények valodi, valdszinliségi természete is: azonos ko-
rilmények kozott elvégzett kisérletek kiilonb6zd eredményeket adhatnak, melyek eloszlasa
azonban megjosolhatd. A kozoktatasban ez a témakor leginkdbb a hatarozatlansagi relacio
érintéleges emlitésekor jelenik meg, melynek — €s az egész teriiletnek — helyes, szemléletes
tanitdsdhoz egyetemen tanult ismereteink jelentdsen hozzéasegithetnek.

A dolgozatban kiilonb6z6 példakon mutatom be, hogy a Schrodinger-egyenlet megol-
dasanak alapszabalyai barki szamara érthetden, kvalitativ modon elsajatithatoak. Fontos és
reményt keltd személyes tapasztalatom, hogy mégoly szokatlan természeti torvények megér-
tését is nagyban segiti az ellentmondésmentes, jol kdvethetd matematikai leirés.

A kvantumos alapjelenségekben valo elmélyiilés segit vilagunk jobb megértésében és
a matematikai és fizikai gondolkozas kozotti kiilonbségek felismerésében is. Mégis, a kvan-
tummechanika-tanulas talan legfontosabb pedagogiai hatasa, hogy egyediilall6 modon de-
monstralja a természettudoméanyos megkozelités erejét, hiszen olyan jelenségekre ad helyes
magyarazatot, melyek (akar feliiletes) megértése a hétkdznapi ,,j6zan ész” szdmara teljesség-

gel lehetetlen volna.



., Részecske vagyok, vagy hullam,
Elek-e vagy ez a hullim?

Megmondandam, hogyha tudnam,

De mindent én sem tudhatok.”™
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1. BEVEZETES

Dolgozatom témaja, hogy miért érdemes kvantummechanikat tanulni, illetve hogyan
tehetjiik érdekessé tanulasat fizika tanarszakos hallgatoknak. A téma megirasat az §sztondzte,
hogy népszeriitlen a képzés ideje alatt az elméleti fizika, kiemelkedéen a kvantummechanika.

Az érv a fenti gondolat mogott az, hogy leendé tanarként ilyen mély fizikai ismeretek
atadasara nem lesz sziikség, ¢és egy nehéz, sok idot feldleld targyba munkat befektetni pazar-
las, hiszen rengeteg mas, hasznos ismerettel gyarapithatnank tudasunkat. Ezzel, a hallgatosag
korében tulsagosan népszerli gondolattal nem értek egyet, dolgozatomban kiilonb6zé szem-
pontokat és példakat gylijtok Ossze a sajat tanulmanyaimbol, amelyek 6sztondztek engem ¢€s
reményeim szerint a leend6 tanarokat is a kisméret(i objektumok fizikajanak magasabb szintii
miivelésére. Atfogo képet adok arrol, hogy miként kedveltem meg a kvantummechanikat, és
milyen ok folytan keltette fel az érdeklédésemet.

A fizika tudomanya irant b6ven atlag feletti érdekl6dést mutatd fizikatanar hallgatok
egy részének korében a kvantumfizika tehat népszeritlen, igy témavalasztasomat ezen oknak
a megértése indokolta, ezzel is segitve a kozépiskolas tanari munkankat. Otletet merithetiink,
hogy egyes kozépiskolas diaktipusoknak miként tehetjiik izgalmassa e szempontok alapjan
tanulmanyaikat, hiszen koztudott, hogy a kémia utan a legnépszeriitlenebb tantargyrél van szo

a diakok korében.

Az ember azt gondolnd, hogy a klasszikus fizika ,,unalmas” fejezetei utan a kvantum-
mechanika tanuldsa a kivancsisadg és tudniakaras fellegvara. Hiszen rengeteg titok és ered-
mény fellelheté a modern fizika kiilonboz6 fejezeteibdl ismeretterjesztd szinten, melyek barki
szamara elérhetéek magazinokbol, hirlapokbol, dokumentumfilmekbdl. Ilyen koriilmények
kozott pedig azt varnank, hogy az embereket nem a klasszikus fizika koti le, hanem éppen a
modern fizika targykorébe tartozo kvantummechanika. Arra, hogy nem ez a helyzet az az
elnagyolt modjan mar ,,le vannak 16ve”. Tl sok sokkolo, uj informacioval nem fog szolgalni
a targy, és igy sokkal nehezebb elsajatitani. Erdemes azonban elfogadnunk, hogy igazi megér-
tés csak tudomanyos szakirodalmak altal lehetséges. Joval nagyobb absztrakciot, matematikai
készséget €s fizikai tudast igényel egy ilyen targy elvégzése, mint ahogy az ismeretterjesztés

sugallja?.®

2 (Kérolyhézi 2007)



Akkor mégis, hogyan lehetne erét meriteni heteken, honapokon at, hogy becsiiletes
munkaval elvégezziik a targyat? Mert, ha csak azt tartjuk szem el6tt, hogy ez a diplomank egy
sziikséges feltétele, akkor tényleg keveset fog érni, hiszen a lényegi tudas akkor marad meg,
ha minket egyéb célok is vezérelnek, nem csak az elégséges jegy megszerzése.

Gondoljunk csak Ottlik Gézara, aki matematika-fizika szakos tanarként a regényiras-
ban ¢és forditasban talalta meg a jov6jét, mégis olyan komoly fizikai utalasokat tartalmaznak
miivel, amelyeknél nyiltan feltételezhetjiik, hogy Ottlik érdeklddését maximalisan felkeltette,
¢és tanulmanyai soran nem a diploma, hanem a tudasvagy és kivancsisag hajtotta. Olyan, ta-
nulmanyi ideje alatt felfedezett jelenségeket emlit meg miiveiben, melynek idejében azok még
nem voltak a tananyag részei. igy levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy érdeklddésiik nem csu-
pan a kotelezé kurzusok kinalataval, hanem a jeleniikben megjelend szaklapok olvasasaval is
béviilt.*

Ugy gondolom, ahhoz, hogy az ir6 szintjére emelkedjiink érdeklddés terén, hogy majd
a diploma megszerzése utan tobb évvel is kvantummechanika témajabol kapcsoloddan beszél-
jink oromtelien, a kezdeti lelkesedés jocskan nem elég. Viszont mi mas lehetne a cél tanar-
ként, mint egy ¢életen 4t tartdé onképzés, érdeklédés az 0j és kordbban szamunkra nem ismert

jelenségek kutatasaval, tanulményozasaval?

Simonyi Karolynak A fizika kulturtorténete cimii kulcsfontossagu konyvében a kovet-
kezoket olvashatjuk:

., a fizika egy lélektelen, hideg, objektiv vilagot ad az esetleg vigaszt kereséknek. Va-
lasz: ez igaz. De a fizika vilaga egyuttal csodalatos szépségeket és harmonidkat is rejt maga-

ban.’”

De akkor mi teheti ezt széppé? Mik ezek a csodalatos szépségek és harmoniak, melyeket em-
lit a fizikus?
Valaszom: a Grand Canyon-t mi teszi széppé? Miért vagyunk arra, hogy sajat szeme-

inkkel is meggy6zddjlink egy természeti csoda latvanyarol? Hiszen az internet segitségével,

3 Kérolyhézi Frigyes — Az dcskos felesége cimii cikkében levd gondolataival hasonldsagot véltem felfedezni.
Karolyhazi Frigyes ezeket az érveket arra hozza, hogy milyen nehéz feladat fizikatanarként a modern fizikai
csodék mellett a klasszikus fizika ,,unalmas” fejezeteit izgalmasan tanitani kozépiskolas diakjainknak. Ugy gon-
dolom, a modern fizika fejezeteinek oktatasa is nehéz egyetemi hallgatoknak, hiszen ezek a csodak legtobbiink

szamara mar ismertek és mély elsajatitasuk sok energiat igényel.

4 (Borszuk 2018)
5 (Simonyi 2011:567)



barmelyik képkeresé honlapon talalhatunk t6bb szaz és ezer fényképet a tajrol, a jelenségek-
rol, megkérdezhetjiik baratainkat, hogy mégis milyen volt. Ugyanigy izgalmas felfedezés le-
het egy elmélet helyességét igazolni deduktiv uton egy alapegyenletbdl, vagy feladatmegolda-
sunk hatareseteként visszakapni a klasszikus fizika mar jol ismert tényeit.

Vélaszolhatnank erre azt, hogy jo, de a kvantummechanika az nehezebb ¢és tobb erdfe-
szitést igényel. Na de a Grand Canyon? Hisz azért is honapokat dolgozunk napi 8-12 draban,
hogy el6teremtsiik a meglatogatasdhoz sziikséges anyagiakat. Nem is szolva arr6l, hogy
mennyi 1d6t utazunk egy kényelmetlen repiilégép iilésében, majd mikor leszallunk a géprol,
derekunkat fajlaljuk csak azért, hogy szembesiiljiink a ténnyel: leny(ig6z6 a természet.

A 20. szazadban lezajlott fejlodés az atomfogalomrdl lenyligoz6. Tudomanytorténeti
elemzés nélkiil lathato, miért is olyan izgalmas az, hogy a kezdeti Thomson-féle atommodell
gondolatanak, miszerint egy pozitiv hattértdltésben vannak a negativ toltések, eljutunk oda,
hogy egy negativ hattértdltésben vannak pozitiv toltések®. Hiszen szavak szintjén nincs nagy
kiilonbség, szinte csak az eldjelek valtoztak meg, de rengeteg ember kemény munkajanak
szépsége ¢€s filozofiai, illetve tudomanyreformald gondolat rejlik mogotte. Tovabba érdemes
kiemelni, hogy a végs6é kép az atomrol, melyet itt tanulunk, az mar nem csupan modell, ha-
nem természeti torvény.

Miért ne éppen a kvantummechanika targyaldsanal tennénk fel bizonyos kérdéseket,
mikor annyi minden oly bizonytalan és felfoghatatlan, hogy mar abban sem lesziink biztosak,
amit eddig értettiink a vilagrol. Korabbi fogalmaink, melyeket a klasszikus fizikaban hasznal-
tunk, e teriileten értelmiiket vesztik. Nem véletlen volt fontos iddszak ez a tudomany torténe-
tében, hiszen nem csak 1) fizikai jelenségeket ismertiink meg, hanem a tudomanyos gondol-
kozas 1s megreformalddott.

Dolgozatom kdvetkezd, 2. fejezetében a klasszikus fizikai szemléletiinket elséként
megkérddjelezo, ujszeri hozzaallast igénylé hullam-részecske kettdségrol irok. Ezen jelen-
ségkor megértése utan a 3. fejezetben a kvantummechanika alapegyenletének mély jelentését,
és keletkezésének izgalmas torténetét veszem szemiigyre, melyek megismerése megmutatja a
természeti torvények felfedezésének izgalmait. Az igy megszerzett ismereteinkkel a 4. feje-
zetben megmutatom, hogyan lehet a mégoly nehéz kvantummechanikéaban is egyszerii szami-
tasokkal komoly fizikai tényeket megfogalmazni. Ezen kvalitativ elemzést folytatva az 5.

fejezetben a természet egyik kiilonos csodajarol, az alagtteffektusrol értekezem, mely a min-

6 Orosz Laszlo egyetemi docens MSc villamosmérnokoknek szant, Kvantummechanika el6adassorozatéban

elhangz6 humoros példa, miszerint milyen hosszu utat jartunk be egy ilyen ,,pici” valtoztatasért.



ket koriilvevé modern, technikai vilag egyik alapjat képezi. Ezeket felhasznalva a 6. fejezet-
ben targyalom, hogyan alkalmazhatjuk tudasunkat a kémia megértéséhez, melynek leirasahoz
kizar6lag kvantummechanikai ismereteink adnak lehetOséget. Az ezt kovetd 7. fejezetben a
kvantummechanikai kurzusok alapvetd feladatat, a potencidldobozban mozgéd részecske kér-
dését oldom meg, melynek megoldasa soran olyan a fizikatanarok szamara fontos gondolato-
kat rogzitek, melyek kiemelése segitheti leend6 fizikatanari munkankat. A 8. fejezet a hataro-
zatlansagi relacio helyes értelmezését irja le, s megemlit egy olyan — az el6z6 fejezettel kon-
zisztens — K6MalL versenyfeladatot, melynek hivatalos megoldasanak megértéséhez a kvan-
tummechanika soran felszedett szaktudas eclengedhetetlen. Végiil, dolgozatomat a 9. fejezet-
ben személyes, tanulmanyaim soran ért élményeimmel zarom. Azonban, sarkallom az olvasot
arra, hogy vegye szemiigyre a fiiggelék (11. fejezet) tartalmat is, melyben elséként leirom,
hogy a kvantummechanikanak milyen fontos iizenetei vannak a kozoktatasban, majd egy ta-
nulsagos, egyetemi gyakorlaton megismert feladatot veszek szemiigyre. Zarasként a termé-
szettudomanyok filozofiai hatterét €s a szakparomhoz kot6dé matematika és fizika kapcsola-

tat elemzem, mely gondolatokat a kvantummechanika ébresztett fel bennem.



A tudomdnyos gondolkoddas végérvényesen kindtte az idegrendszer Osztonds tuddsat.”’

(Karolyhazy Frigyes)

2. A HULLAM-RESZECSKE KETTOSEG

Mint ismeretes, a fény interferenciajelenségei annak hullamtermészetét, mig a fotoef-
fektus és Compton-effektus a fény részecskejellegét hangsulyozza, azaz a tapasztalat szerint a
fény egyszerre rendelkezik e két tulajdonsaggal. Ez a kvantumfizika elsé évtizedeivel 0ssze-
fonodo problémakor volt. A kérdés ellentmondasat az adta, hogy idénként a részecsketulaj-
donsag, idonként a hullamtermészet tiinik lényegesebbnek. De Broglie ujdonsiilt 6tlete erre a
problémara kereste a megoldast, miszerint a részecskére vonatkozdan tilsagosan egyoldala a
szemléletiink ahhoz, hogy a mikrofizikai jelenségeket megmagyardzzuk, ezért tételezziik fel
az elektronokra és atomokra is a hullamtulajdonsagot, s e két kiilonb6z6 megjelenési format
engedélyezziik egyszerre, ne egymas kizardsara, a fény mintdjara. A fény hullamtermészeté-
nél fogva adott volt a hulldmhossz, S az impulzus meghatarozasa volt a kérdéses, melyet igy

kaphatunk meg:
p=—=-. (2.1)

Vajon tudunk a szabad részecskékhez hullamhosszt rendelni? Ezen minta alapjan adta meg de

Broglie 1924-ben a részecske p = mv impulzusabdl a hullamhosszat:
A=—. (2.2)

A fizika egyik legmeglepdbb allitasa, hogy a tomeggel rendelkezd mikrorészecskék-
hez hozzarendelheté egy hullamhossz is. De Broglie megallapitasainak egyik eredménye a
Bohr-féle palyakivalasztasi szabaly egyszerii értelmezése lett,® mely szerint a hullimhossz
egész szamszorosanak ra kell férnie a klasszikus korpalya keriiletére, vagyis 2rm = nA°

(lasd 2.1 dbra).

7 (Karolyhazi 2007:369)
8 (Simonyi 2011:459)
® A kvantummechanika fejlédésében Bohr tedridja egy hasznos, szemléletes kép volt, azonban az igazi kvan-

tummechanika megmutatta, hogy naiv elképzelés, az atomrol alkotott képiink azdta mas.
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2.1 abra: Az anyaghullamok fogalma lehetévé teszi a Bohr-féle kvantumfeltétel szemléletes

jelentését: a hullamhossz egész szdmszorosa rafér a korpalya keriiletére.

Viszont ezek az ujszerti gondolatok érzékszervi tapasztalatainknak erdsen ellentmon-
danak. Erre a dolgozatom mottdja, a fizikusinduld is ramutat. Ezért nekiink, természettudo-
manyokat miiveld személyeknek le kell vetniink a belénk ivodott hétkoznapi szemléletet. De
miért is ne lenne igy ez a kettéség? Hajlamosak vagyunk rd, hogy csak a szilard, anyagi dol-
gokat tekintsiik valosagosnak. A vakuumban terjedd elektromdgneses hullamok pedig nem
tlinnek 1étez6 dolognak. Nem véletleniil vélték a régi gondolkodok, hogy a hulldm minden
esetben valamiféle kozegben terjed, jelen példaban az éterben. De a valosagos anyag csak
azért megnyugtaté szamunkra, mert érzékszervi tapasztalataink ezt sugalljak, evolucios szem-
pontbdl ez jelenti az emberiség fennmaradasahoz sziikséges agyi miikodést, ahol az anyag
fogalma hasznosnak bizonyult. Azonban egy 6rvény éppen annyira valosagos, mint egy k6. A
Kiskunsagi Nemzeti Parkban, Fiilophazan van egy sivatagi vidéket megidéz6 Homokhatsag.
Az itt taldlhato homokdiinék alakjukat megdrizve évente par métert vandorolnak. A szél a
homokszemcséket tigy hordja ugyanis, hogy a domb alakjat megoérzi, igy azt lathatjuk, hogy
az egész objektum egylittesen vandorol, szép lassan. A mi szervezetiink is ehhez hasonl6. Ha
valamely kulcsfontossagu szerviink miikodése leall, akkor szdmunkra az az élet végét jelenti.
Megannyi aprd dolog pontos miikddése teszi lehetévé szamunkra a létezést. Hasonloan a van-
dorlé6 homokhoz, melynek sok homokszemcséje egyiittesen képes valamit 1étrehozni. llyen
értelemben minket is lehet hullamcsomagnak tekinteni. A részecskék esetén is ismételt méré-
seket végziink, hogy ez a hullamtulajdonsag érzékelhetd legyen (2.4 abra) a homokhoz ha-

sonldan, ahol egyetlen homokszemet vizsgalva nem szlirhetiink le minden tapasztalatot.

De Broglie hipotetikus gondolatait mar 1926-ban Davisson ¢s Germer kisérletileg is
igazoltak az elektron hullamhosszanak mérésével. A kisérletben elektronokkal bombaztak egy
nikkelkristaly feliiletet. Az o6tlet nem volt Gjszerii, hasonlé ahhoz, ahogy a rontgensugarak

hullamtulajdonsadganak megallapitasdnal Bragg eljart.



A kisérletben elektrondgyubdl szarmazo felgyorsitott elektronnyaldabot bocsajtottak
merdlegesen egy Kristalyfeliiletre, s a kiillonb6z6 szog alatt visszaszorddo elektronoktol szar-
mazd dramot galvanométerrel vizsgaltak. Azt kaptak, hogy a szort nyalabok egymast erdsithe-
tik, interferalnak, bizonyos U fesziiltség és 9 szog értéknél az aramnak maximuma van, me-

lyet a 2.2 dbra szemléltet.

Elektron
agvu

*Galvanométer

Intenzitas

Kristaly

. 0 20 40 60 80
S Detektor 9 szige (fokban)

2.2 abra: De Broglie hipotézisének kisérleti igazoldsa a Davisson-Germer-kisérletben, ahol
az ismert sebességli elektronok a nikkelkristaly feliileti sikjairdl visszaverddve athaladva diff-
rakciot szenvednek, mivel a hipotézis altal feltételezett hullamhosszuk 6sszemérhetd a racssi-
kok kozotti tavolsaggal. A galvanométert ugy helyezték el, hogy a9 szog valtoztathatod le-
gyen. A jobboldali képen lathato, hogy az intenzitas gorbe bizonyos sz6gnél maximumot mu-
tat. (Sajat készitési abra.)
A kisérleti eredmény és elméleti joslat Gsszevetésébol ez a két hullamhossz érték adodott:
Amert = 1,65 A Avare = 1,67A (2.3)
Tehat elég jo pontossaggal (1%-0s hiba) igazolta a kisérlet az elméleti joslatot az elektron

hullamhosszarol.

A 60-as években még meggydzObb bizonyitékot talaltak a hullamfliggvény 1étezésére,
mely az un. kétréses-kisérlet névre hallgat. Egyetlen elektront egy két rést tartalmaz6 akada-

lyon 16ttek at (2.3 dbra), amelyet sokszor megismételtek.

keét rés

ernyo

elektron

- - —

elektron agyt

2.3 abra: A kétréses-kisérlet vazlatos rajza. (Sajat készitésii abra.)
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A réseken athalado elektronok az akadaly mogott elhelyezett ernyon felvillanasokat
okoztak. A 2.4 dbra az ernyén megjelend képeket mutatja. Kis szamu kisérlet elvégzésénél
véletlenszeriien elhelyezkedd fehér pontokat latunk. Azonban, ahogy né az események szama,
ugy jelenik meg a megtalalasi valoszinliségben a hullamok interferenciajara jellemzé csikos
szerkezet. Ez a kisérlet vilagosan mutatja, hogy a valdsziniiségeloszlas nem egyedi részecskék
jellemzdje, hanem nagyszamu, azonos koriilmények kozott elvégzett kisérlet lehetséges ki-

menetelét irja le.

2.4 abra: A kétréses-kisérlet eredménye. Az

elektronok szama a kiilénb6z6 képeken:

a 11

b 200

c 6000

d 40000
e 140000

Megfigyelheté, hogy a hullamtulajdonsag
csak nagy szamu kisérlet utdn észlelhetd,
kevés elektron esetében a kisérlet részecske-
tulajdonsagot mutat. A felvételek egy a 80-as

években fejlett elektronikaval elvégzett kisér-

let eredményét mutatjak. 1°

Ezeket a meglepd tényeket kozépiskolas didkjainknak is elmodhatjuk, hiszen a tan-

anyag részét képezi de Broglie gondolata.

Ugy vélem, a kisérletek megismerése fontos szempont, ugyanis egy nehezen elképzel-
het6 fizikai tulajdonségot a kisérlet tisztan €s érthetden mutat be. Ha csak a kvantummechani-
ka tényeit kozoljiik egy érdeklédd személynek, az sokszor kétségeket ébreszthet érthetdségé-
nek nehézkes mivolta miatt. Viszont megannyi ilyen allitdshoz egyszerii és egyértelmii kisér-
leti bizonyitékok tarsulnak, melyek tisztan ravilagitanak az allitas tényszertiségére. igy, habar
a hullam-részecske kett6ség fogalmi megértése nehéz, ki az, aki ilyen letisztult kisérleti ered-

ményeknek ellent merne mondani? Nem véletleniil kapott de Broglie ezért az Gjszerii gondo-

10 (A. Tonomura 1989)
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latért Nobel-dijat. Véleményem szerint nem csak a természettudomanyos, hanem a fizika
modszertani allitasok kizardlagos kritériuma is a kisérlet, ezek nélkiil minden csak egy mese-
szerl elvont gondolati haloénak tiinhet.

S habar Feynman j6l ismert gondolata szerint a kvantummechanikat senki sem érti, de
én ugy gondolom, hogy a kisérleti eredmények barki szamara vildgosan ramutatnak annak
érvényességére. De mit is jelent a megértés? Feynman gondolata megtévesztd lehet, ugyanis a
kvantummechanika meg nem értése nem azt jelenti, hogy egyenleteinket, matematikai szami-
tasainkat ne tudnank elvégezni. A kvantummechanika leirasmodja helyes, szamitasok érvé-
nyességérol a megannyi kisérleti eredmény és technoldgiai vivmany tanuskodik. Csupan arrol
sz6l ez a gondolat, hogy a klasszikus fizikéra ,,huzalozott” agyunk ezeket a jelenségeket nem
tudja Osztonszerlien értelmezni, ahogy a fejezet elején levo idézetben Karolyhazy Frigyes is
megfogalmazta. Ezért is fontos, hogy a kisérletekkel és matematikai szamitasokkal is megis-

merked;jiink.
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3. A KVANTUMMECHANIKA ALAPEGYENLETE

Tovabbi szépségeket rejt a kvantummechanika alapegyenlete, a Schrédinger-
egyenletet. De mi minden juthat esziinkbe errél, a nem szemléletes természeti torvényrél? Az
egyenlet alakja egy dimenzidban a kdvetkezo:

h? 0%y

2m 0x?

+VEUE) = EP(x), (3.1)

ahol A a Planck-allando, m a részecske tomege, J a hullamfiiggvény, E a részecske energiaja,
V(x) pedig a kdlcsonhatast jellemz6 potencidl. A mikrovilagban nincs sirlédas, minden erd
konzervativ, de itt nem az er6 jelenik meg, hanem a vele kapcsolatos helyzeti energia. Az erd

fogalmara a kvantummechanikaban nincsen sziikség.

Az egyenlet tovabbi érdekessége, hogy tobb ismeretlent is tartalmaz: a hullamfligg-
vényt és az energiat. S habar elsére azt gondolhatjuk, hogy ez ennek kovetkeztében nem meg-
oldhatd, az egyenlet fizikai mivolta miatt szlikségképpen rendelkezik olyan matematikai tu-
lajdonsagokkal, melyek segitségével egyértelmili megoldasokat taldlhatunk. Ilyen a folytonos-

sag, a végesség és egyértékiiség.

Késobb, a 4. fejezetben arra is rajoviink, hogy ennek az Gn. sajatértékegyenletnek kva-
litativ, nagyon egyszerli meggondolasokkal vett targyalasabol kideriil, hogy csak bizonyos

hullamfliggvény és energia parok lehetnek helyesek.

Az egyenlet megalkotasanak modja is kiilonds. Ezt, mint minden alaptoérvényt, az em-
beriség nem megalkotja, hanem felismeri. A valdsag egyféle, a matematikaval ellentétben,

ahol én valasztom meg az axidmakat, azonban itt nincs szabadsagunk.

Fontos felismerni, hogy milyen kivételes tehetségnek kellett lennie Schrodingernek,
hogy e matematikat a vilag mogé tegye. De hogyan is fogalmazodott meg az akkori fiatalem-
berben a kvantummechanika egyenlettel torténd leirdsnak az otlete? Schrédinger ekkoriban a
Ziirichi Egyetemen volt tandr. Ebben az id6ben sok kivalo kutatdé mellett itt dolgozott Peter
Debye is, kivalo fizikus. A torténet szerint Schrodingert felkereste egyik nap kollegaja, Victor
magyarazza el neki, mert nem érti, mir6l van benne sz6, melynek témaja a 2. fejezetben is
targyalt hulldm-részecske kettdség. Schrodinger azzal a felkidltassal, hogy majd atnézi, ma-
géhoz vette a dolgozatot, de nem olvasta el Victor Henri tobbszori kérésére sem. Majd Debye

is hozzafordult, hogy tartson szeminariumot valamirdl, ezért dontott ugy Schrodinger, hogy
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de Broglie disszertacidjarol fog elbadni, igy legalabb elolvassa.!! S habar Schrodinger egy
gyonyoriien tiszta képet adott a témakorrdl, mégis azt a megjegyzést kapta Debye-t6l, hogy
gyerekes volt az eléadésa, ugyanis ,, Ha van hullam, akkor hullaimegyenletnek is lennie kell!”
Ez a provokaci6 vezetett ahhoz, hogy par hét mulva megalkotta Scrodinger a hullamegyenle-
tet, melyet késdbb Nobel-dijjal jutalmaztak.*? Tébb évtizedes kisérleti tapasztalat bizonyitotta
be, hogy ez az anyagi vilag alapvetd torvénye, mely pontosan leirja a részecskék allapotat, és
magaban hordozza hataresetként a Newton-egyenleteket is. Innentdl szamitjuk a kvantumme-

chanika sziiletését is.

Egy ilyen torvény felismerése nem logikai levezetések kovetkezménye, hanem heu-
risztikus gondolat. Mintha csak vakként bolyonganank a gondolat utvesztdin, mikdzben ké-
zenfogva vezetnek minket megannyi zsakutcan keresztiil a kisérleti eredményeink. Sok imp-
rovizalt 1épés eldzi meg az ilyen egyenlet megalkotasat. Emellett pedig egy inspirdl6 kornye-
zet és irtdzatosan nagy szerencse is kell hozza, melyet Schrodinger torténete szépen bemutat.
Nem hiadba mondhatta Yang, aki a paritassértésért kapott Nobel-dijat azt, hogy a Nobel-dij 80

szazalékban azon mulik, hogy j6 idében j6 helyen vagyunk-e.'®

Vajon egy differencialegyenlet megoldasanal szamunkra, hallgatok szamara haszno-
sabb és természettudomanyhoz illébb-e a matematikai megoldasi receptek helyett az intuitiv

o4

feladatmegoldas? Ugy gondolom igen, a késébbi fejezetekben is ezt mutatom be.

Viszont elmélyedve kell gondolnunk a kdvetkezdre: a Schrodinger egyenlet 6nmaga-
ban kiilénds, ugyanis kdzvetleniil nem hordoz fizikai tartalmat a s hullamfiiggvény. Born*

1954-ben igy szamolt be Nobel-dijanak atvételekor tartott beszédében:

) Ugy tint szamomra, hogy nem lehet a \-nek vilagos értelmezést adni, ha kétott
elektronokat vizsgalunk...
Einstein egy gondolata adta meg a I6kést a helyes irdanyba. O ugyanis tigy kisérelte

meg a részecske — féenykvantum vagy foton — és a hullam dualizmust sszebékiteni, hogy az

11 (Staar 1991)
12 (French, Taylor 1978)
13 (Staar 1991:139)

14 Max Born nevéhez fiizédik a hullimfiiggvény fizikai jelentésének megadéasa 1926-ban. A korabbi tapasztala-
tokkal ellentétben, egy komplex kifejezésnek nem a valos része hordozza a valésaghoz kdtheté informaciot,
hanem annak abszolutértékének négyzete. Nobel-dijat ezért kapta, viszont azt csak 72. életévében kapta meg, az
elmélet megalkotasatol szamitva 28 évvel késobb, mert sok fizikus nem volt képes ezt a valdszinliségi interpre-

taciot elfogadni korabbi szemléletiik alapjan.
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optikai hullam amplitudojanak négyzetet, mint a foton elofordulasi valosziniiségenek stiriiség-
fiiggvényét értelmezte. Ezt az elképzelést azonnal atvihetjiik a y fiiggvényre: reprezentilja a

|Y|? az elektronok (vagy mds részecskék) szamdra a valosziniiség stiriiséget... "™

Ennek a gondolatnak a szellemében a mérési eredmények, mint pl. a 2.4 ¢ abra, a |{|?
valoszintiségét adjak. A valosziniliségi értelmezés kovetkezménye, hogy a P hulldmfiiggvény-
nek folytonosnak, végesnek és egyértékiinek kell lennie. Ezenfeliil az emlitett valosziniiségsii-

riség sziikségképpen normalhato, azaz
+ 00
f |W|?dx = 1. (3.2)

Igy a fizikai jelentéssel biré | fiiggvénynek a tavolban mindenképpen el kell tiinnie. Ezek a
gondolatok fognak hozzasegiteni minket a kés6bbiekben ahhoz, hogy a két ismeretlent tartal-

maz6 Schrodinger-egyenletet megoldhassuk.

15 (Simonyi 2011:464)
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4. A HULLAMFUGGVENY MEGADASA KVALITATIV
MODSZEREKKEL

A 3. fejezetben targyaltak szerint a valos fizikai fiiggvényeknek specialis matematikai
tulajdonsagokat kell teljesiteniiik. Ezeket felhasznalva elemi modszerekkel is megoldhatjuk a
Schrodinger-egyenletet a valosag tulzott leegyszertsitése nélkiil, melybdl 1ényeges informa-
ciokhoz juthatunk. Azaz a Schrodinger-egyenletbdl kovetkezik kvalitativ médon, hogy mi-
lyen alaka hullamfliggvények lehetnek a megoldasok. Mindez egyszerti rajzokkal szemléltet-
hetd. A feladatokat egydimenzidban oldjuk meg.
vetkezik, hogy a hullamfiiggvénynek a tavolban el kell tiinnie. Ugyanis, ha barmely nem nulla
értékhez tartana a hullamfiiggvény, akkor annak egész szdmegyenesre vett integralja végtelen

lenne.

4.1 POTENCIALGODORBEN MOZGO RESZECSKE
‘\'(x)

klasszikus fordulopontok

E
L 1L IIL.
klasszikusan klasszikusan
filtott tartomany tiltott tartomany

> X
4.1 abra: Az egydimenzios V(X) potencialgddor alakja. A részecske energidjanak nagysagat

az E szintvonal jelzi. Lathato, hogy egyes helyzetekben a részecske energiaja kevesebb, mint
a potencialis energia, ezek klasszikusan tiltott tartomanyok. Azt a helyzetet pedig, ahol a po-
tencidlis energia éppen a részecske Osszes energidja, klasszikus forduldpontnak nevezziik.

(Sajat készitési abra.)

Tegyiik fel, hogy a kornyezettel valo kolcsonhatas kovetkeztében a részecskét vala-

mely V(X) potencialgddor a kiils6 er6tér belsejében igyekszik tartani, és legyen a részecske E

tartomanyban mozoghatna, ahol a részecske energidja legalabb akkora, mint a potencialis

2 2 2
energia: E > V. Az energia megadhato ugyanis E = -+ V alakban, ahol a >~ = =~ mozgisi
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energia klasszikusan értelmezve biztosan nem negativ, tehat az E energia nem lehet kisebb a
V(x) potencialis energianal. Ekkor a részecske periodikus mozgast végezne a fordulopontok
kozott. A kisérleti tapasztalat atomi méretskalan viszont ennek ellentmond. Kvantummecha-
nikai gondolkozasunk nem véletlen kovetelte meg az alapvetd fizika mennyiségek ujragondo-
lasat.

Megoldasunkhoz rendezziik at a (3.1) Osszefiiggéssel leirt Schrodinger-egyenletet
olyan alakra, melybdl konnyen tudunk kovetkeztéseket levonni a hullamfliggvény mésodik

derivaltjara:
2m
V= (V-E. (4.1)

Az (4.1) egyenletbdl kovetkezik, hogy az 4.1 dbrdn jelolt 1. és I11. tartomanyban, ahol E < V
ennek megfeleléen, ha Y pozitiv, akkor az konvex (Y" > 0), ha pedig y negativ, az konkav
(Y" < 0) lesz. A II. tartomanyban, ahol pedig V < E, ott a pozitiv fliggvényértékhez konkav
hullamfiiggvény, a negativokhoz pedig forditva. Inflexiés ponthoz (¢" = 0) a V = E esetben
juthatunk, vagyis a klasszikus fordulopontokban. Azzal, hogy a klasszikusan tiltott tarto-
manyban a fliggvénynek a végtelenben el kell tiinnie, mikdzben gorbiilete allandd eldjelis, a
hullamfiiggvény alakja elképzelheté: monoton lecsengést mutat. A klasszikus fordulopontok
kozotti részen a fiiggvény viszont hullamozhat. S mivel a hullamfiiggvény kétszer derivalha-
to, annak simanak és folytonosnak kell lennie.

Azt vizsgalva, hogy milyen energia érték mellett lehet a hullamfliggvénynek fizikai je-
lentése, tovabbi megallapitasokat tehetiink. Ha az energia alacsony, akkor a |V — E| mennyi-
ség is kicsi. Ebbdl az kovetkezik, hogy a y”, azaz a hullamfiiggvény gorbiilete enyhe. Ha vi-
szont nagyobb az energia, akkor a fiiggvény meredekségének valtozasa is nagyobb, a | fiigg-
vénynek eldjelet kell valtania, azaz a |s|?>-nek két vagy tobb ,,ptipja” lesz. Ezen logikai ko-
vetkeztetések alapjan a legalacsonyabb, un. alapallapoti energidhoz tartozo Yy hullamfiigg-
vény lehetséges alakjat és annak valoszinliségi (azaz abszolutértékének négyzete) értelmezé-
sét az 4.2 abra szemléleti.

A potencialfiiggvény tiikrozési szimmetridja miatt a mérhetd |s|? valosziniiségelosz-
lasnak is szimmetrikusnak kell lennie. Ez a y hullamfiiggvényre azt a megkotést jelenti, hogy

paros (szimmetrikus hullamfiiggvény), illetve paratlan (aszimmetrikus hullamfiiggvény) lehet.
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V(x)

E,
T I,
klasszikusan 11. klasszikusan
tiltott tartomany tiltott tartomany
W4 X
2
T | X
>X

4.2 abra: A potencialgddorhoz tartozo
alapallapoti Y1 (x) hullamfiiggvény, illetve
a fizikai jelentést hordozé |y, |? valészin(i-
ségstiriség, melyeket egyszerl, kvalitativ
meggondolasbol rajzoltunk meg. Klasszi-
kus szemléletiinknek ellentmond6 tapaszta-
lati tény, hogy a részecske a klasszikusan
tiltott tartomanyokon (besatirozott rész) is
tartozkodhat. Lathato, hogy az alapallapoti
energia sem zérus, azaz a rendszer alapal-
lapotban is rendelkezik valamennyi kineti-

kus energidval.

(Sajat készitésti abra.)

A gondolatmenetet folytatva, elkészitheté a masodik (4.3 dbra), majd Gsszegezve a ta-

nultakat az els6 kett6é mellett a magasabb energiaszintti hullamfiiggvények rajzai is (4.4 dbra).

E gondolatok kovetkezményeképpen megfogalmazhatjuk, hogy csak bizonyos energidkhoz

rendelheté hulldmfliggvény, azaz csak diszkrét energiaszintek vannak, tovabba a hullamfligg-

vény zéruspontjainak Szama eggyel kevesebb, mint ahanyadik energiaallapotban talalhato

meg a részecske.

A V(X)
I. I11.
klasszikusan 1L. klasszikusan
tiltott tartomany tiltott tartomany
X
Y, /\
X
(W, |2
X
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4.3 abra: Hasonl6 meggondolasokbol el-
készithetd a masodik energiaszinthez tarto-
z6 Y, hullamfiiggvény alakja és annak
rilen az energiaértéknek annyival na-
gyobbnak kell lennie, hogy a hullamfiigg-
vény negativ értékeket is felvegyen, annak
z¢&s ne sériiljon.

(A rajz sajat készitésii.)



W50l

4.4 abra: A kiilonb6z6 energiasajatértékek-
hez tartozé sajatfiiggvények. Lathato, hogy
ahdny ,pupja” van a hullamfiiggvénynek,
annyiadik energiadllapotban van a részecske,
melyet a y als6 indexe jelol. A rajzokat a
Schrodinger-egyenlet alakjabol, illetve a 3.
bol nyert tulajdonsag felhasznalasaval készi-
tettiik el. Vegyiik észre, hogy a részecske a
csomoOpontokban, ahol { eltiinik, 0 valdszi-
niséggel tartozkodik. A 7. fejezetben kifej-
tésre keriil a differencidl-egyenlet megoldéasa
sordn, hogy a sz¢éls6, klasszikusan tiltott tar-
tomanyokban a fiiggvény exponencialisan
cseng le, a koztes részeken pedig szinusz0oS
jelleggel oszcillal a hullamfiiggvény.

(Sajat készitésu abra.)

—

Ll

4.5 abra: Egy 50. energiaszinthez tartozo hullamfiiggvény (kék vonal) megoldasa az adott

potencialgddorben. Jol lathatd, hogy magas energidkon a valoszinliségstriiség atlaga a klasz-

szikusan godorben mozgo test helyzetének valoszinliségfiiggvényéhez (piros vonal) tart, azaz

visszakapjuk a klasszikus megoldast: oszcillalo

nyok kozott, melyet a satirozott rész jelol. (Sajat
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mozgast végez a klasszikusan tiltott tartoma-

készitésh abra.)



A pontosabb megoldasok esetén preciz fliggvényabrazolasra van sziikségiink, melyhez
a hullamfliggvény matematikai megoldasa sziikséges. Ezért a hullamfiiggvény megoldéasa
altalaban szamitogépes eszkdzokkel torténik, mert a potencial bonyolultabb alakja miatt ez
analitikusan igen nehézkesen, gyakran egyaltalan nem végezhet6 el. A korabbi targyalasbol
kideriilt, hogy csak meghatarozott yy — E parok johetnek szoba. A szamitogépes eljaras 1énye-
ge, hogy minden energiahoz rajzol folytonos és kellen sima fliggvényt, olyanokhoz is, me-
lyek a valosagban nem fordulnak elé. S mi ebbdl valasztjuk ki a megfeleldt, mely teljesiti a
hullamfiiggvényre megszoritott specialis tulajdonsagokat, jelen esetben azt, hogy a fiiggvény
a végtelenben eltiinik.

Ha valasztunk egy véletlenszerli energiaértéket, arra kaphatunk példaul az 4.6 abrdn |.
jelzéssel szerepld Y(x) hullamfiiggvényt. Jol lathatd, hogy a valasztott E energiaértékiink nem
bir fizikai jelentéssel, hiszen yr a végtelenbe novekszik, ezért nyilvanvaloan a kovetkezo
E’ < E vélasztott energiaértéknél ' (x) eleinte valamelyest kisebb lesz. Ezaltal eljuthatunk a
I1. rajzzal jelolt fiiggvényhez, mely azonban mar a masik iranyba szalad el. A skatulyaelvet
kovetve az E' és E kozott lesz olyan E» érték, ahol {r az x tengelybe simul, melyet a III. dbra
jelol. Ezt az E» értéket tekinthetjiik fizikai, azaz lehetséges energianak, s az ott megrajzolt ¢
fliggvényt a hozza tartozd Y, (x) hullamfiiggvénynek (a 2-es index arra utal, hogy igy a 4.1
dabra szerinti potencialban a 2. energiaszintet talaltuk meg). A példa megmutatja, hogy a fizi-
kai energiaérték egy instabil helyzet, ezért a gyakorlatban ezt csak véges pontossaggal adhat-
juk meg. Ezt mutatja a IV. rajz, melyben a fliiggdleges egyenes azt az x értéket jelenti, amed-
dig a numerikusan kapott figgvény jol kozeliti az egzakt y, hullamfiiggvényt. A gyakorlati
alkalmazasban kiemelt szerepe van annak, hogy ne akarjunk végtelentiil pontosak lenni, mert
ez a ,kivancsisag minket hamar 6reggé” tesz... Ezeknek a gondolatoknak az atadasa kotelezo
fizikatanari szempont, hiszen diakjaink egyébként minden esetben térekednének a fizikai fel-

adatok megoldasanal a matematikaoran beléjiik rogziilt végtelen pontossagra.
I IL. I11. v.
E E'<E E"=E, E" =~ Ey
W2 W2 Yz W
0 x 0 X 0 X 0

4.6 abra: A masodik energiaszinthez tartoz6 hullamfiiggvény numerikus uton térténé megha-

tarozasa a gyakorlatban, ha a Y-t az x > 0 tartomanyban keressiik. A megfelel6 energiaérték
meghatarozasa numerikusan csak egy adott pontossaggal torténhet, az ehhez tartozd x-

tartomany végét a V. rajzon fiiggéleges egyenes jeloli. (Sajat készitésii abra)
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A megfelel6 matematikai ¢és fizikai képzettség lehetdséget nyujt arra is, hogy kiillonbo-
z0 problémakat szemléletesen tudjunk elmagyarazni. Erre kivald példa Gnidig Péter tanar ar
atom- és magfizika egyetemi kurzusan elhangzott szemléletes példaja, mellyel a Schrodinger-
-egyenletbdl kovetkezd diszkrét energiaszinteket magyarazza el.

A megallapitasokat a (4.1) egyenlet atrendezésébdl nyerhetjiik:

llllj— = const- (V—E). (4.2)

Legyiink a klasszikusan tiltott tartomanyban, azaz legyen V > E. Egy Sivatagi autéversenyben
elindul egy auto6 a Nilus!® mellett!’, az aut6 balrol jobbra halad'®, és behunyt szemii vezetdnek
segédje azt mondja, hogy ha a Nilus bal oldalan'® van, akkor tekerje a kormanyt balra?®, még-
pedig ugy, hogy ha nagyobb a tavolsag a Nilustol, akkor aranyosan jobban tekerje el a kor-
manyt. Hogyan keriilhetd el, hogy a vezetdk ne haljanak szomjan? Ha az auté6 mar tdvolodni
kezdett a Nilustol, akkor a tavolodas iiteme egyre nagyobb, azaz belefut a sivatagba?l. (Ha-
sonldan elmagyarazhaté a Nilus jobb oldalan vezetett auto esete iS.) Természetesen, ha a ve-
zetd onkényesen allitja be a kormany elforditasat, nagy valoszinliséggel belefutnak a sivatag-
ba. Csak ha az aut6 kezdetben is a Nilus fel¢ haladt, és akkor is csak egy specialis kormany-

beallitasnal?

fordulhat az el6, hogy a vezet6 annyira forditja el a kormanyt, hogy a palya eléri
a foly6 vonalat. Az utébbi gondolatmenetek arra vilagitanak ra, hogy az 6sszes elképzelhetd
energiaérték kozott mennyire ,ritkak™ a fizikai jelentéssel birdak, azaz a tavolban lecsengd
hullamfiiggvényekhez tartozé energidk. Ez a mikrovilagra jellemz6 energiakvantaltsag hatte-

re.

16 A Nilus jelen példaban az x tengelynek feleltethetd meg.

17 A Nilustél vett tavolsagot numerikus szdmolasnal a |, kezdeti érték adja meg.

18 Jelenesetben ez az x tengely pozitiv irdnyitasat jelenti.

19 A Nilus baloldala s > 0 feltétel jelenti.

2 Hiszen, ha ¢ > 0, akkor " > 0.

2L Ez a példa jol illusztralja a fiiggvény erre az esetre jellemzd exponencialis ndvekedését. Mivel az e* fliggvény
derivaltja 6nmaga, ezért ahogyan né a fliggvényérték, ugyanolyan mértékben né a fliggvény meredeksége is,
melyet jelen példaban a kormany elfordulésa jellemez.

22 A kormanybeallitast a példaban a "/ arany adja meg, vagyis a (V-E) érték, melyben az E energia a megfe-

leléen beallitandd paraméter.
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5. AZ ALAGUTEFFEKTUS

Ez a megdobbentd ¢és klasszikusan értelmezhetetlen jelenség irja le, hogyan képesek
az elektronok athaladni bizonyos akadalyokon. Jo leirast ad az a-bomlasra, amely a kozépis-
kolas matematikai €s fizikai tanulmanyok soran kdzépszinten is eldkertiil.

Az el6zéekhez hasonldan, a hullamfiiggvényt meg tudjuk jellegzetesen rajzolni mas
tipusu potencidlban mozgd részecske esetében is. Az egyik fontos és klasszikus szemléle-
tiinknek teljesen ellentmond¢d eset az alaguteffektus, mely soran a részecske kvantummecha-
nikai okokbol képes athaladni olyan potencialakadalyon, melyhez energiaja klasszikusan nem
elegendo.

A Schrodinger-egyenlet (4.1) alakjan jol latszik, hogyha a részecske tomege nagy, ak-
kor olyan gyorsan valtozik a fliggvény meredeksége (azaz a Y" nagy), hogy nem varunk je-
lent6s alaguthatast. Ahhoz tehat, hogy a radioaktiv atommagbol részecskék 1éphessenek Ki,
sziikséges, hogy a kilépd részeknek kicsi tomege legyen. Ezt a feltételt jol teljesiti a 2 proton-
bol €s 2 neutronbdl alloé hélium atommag, mely kiléphet a részecskéket a magban tarto, és az

5.1 abran sematikusan bemutatott potencialfal altal nyujtott akadalyon: ez az a-bomlas.

AV(x)

s
A A

|

£

5.1 abra: Az a-bomlas soran 1évd potencialakadaly elmélete alaguteffektussal magyarazhato.
Jol lathato a Coulomb-potencial 1/r-es lecsengése a potencial gorbe végén. A satirozott rész a
klasszikusan tiltott tartomanyt, a hélium atommag energiajat pedig a szintvonal jelzi, mely

klasszikusan nem lenne elegendd a radioaktiv atommagbol vald kilépéshez. (Sajat készitésii

abra.)

Az alaguteffektus alapjan értelmezhetd, hogy az elektronok képesek athaladni a fémek

érintkezési feliiletén 1évo oxid- és szennyezddésrétegen, amely szigeteloként viselkedik, azaz
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tapasztalatainkkal 6sszhangban aram folyik at az érintkezési ponton akar forrasztas nélkiil is.
S6t képes aram folyni két, egymassal nem érintkezé fémfeliilet kozott is. Az igy athalado

aramot adja meg a két fémfeliilet tavolsaganak fiiggvényében az 5.2 dbra.

A 5.2 abra: Az elektron a fémben barhol

1 egyforma valdszintiséggel taldlhatd meg,
101 s6t ez a valOszinliség a fémen kiviil sem
10-2 lesz ugrasszertien 0, hanem a fémtdl tavo-

lodva exponencialisan cseng le. A grafiko-

non ez az exponencialis lecsengés egy erds

am (1A)
=

10 aramerGsség  csOkkenésben mutatkozik

Ar

NO10°3 meg (7 nagysagrenddel csokken az aram-
10-6 erésség néhany A tavolsagra). Igy képes
107 - aram folyni két fém kozott agy, hogy tény-

6 54321 legesen nem is érnek Sssze.

Tavolsag (A)

(Sajat készitésu abra.)

Az alaguteffektus adott lehetéséget arra, hogy korunk egyik legpontosabb mikro-
szkopjat elkészitse az emberiség: a pasztazo alagutmikroszkopot. Egy ezzel készitett képet az
5.3 dbra mutat be. Az 5.2 dbra j6l mutatja, hogy nagyon erds aramerdsség valtozas torténik
kicsiny tavolsagvaltoztatas esetén, igy alkalmas az egyes atomok helyének feltérképezésére.
A pésztaz6 alagutmikroszkop arra is képes, hogy atomokat kissé elmozditson, igy kialakitva a

képen lathat6 rendezett struktiirat.®

Megfigyelhetd a részecskék hulldmtulajdonséaga is, a kor
kozepén talalhato erds kiemelkedés nem egy atom helyét jelzi, hanem az 6t korbevevd ato-

mok hullldmfiiggvényeinek interferencidjat

5.3 abra: A képen az alaguteffektusra épiilé alagutmikroszkdp képe lathaté. A mikroszkdp

egyenként azonositja az atomokat ennek a kvantumfizikai jelenségnek a segitségével [1].

23 (Mihaly 2006)
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6. KEMIAI KOTES

Tovébbi kiilonlegessége a kvantummechanikénak, hogy tgy teremti meg a kiilonb6z6
kozépiskolas tantargyak kapcsolodésat, hogy leirja a kémidt is. Fizikatanarként ezért olyan

ismeretekkel gyarapodhatunk, amellyel jobban 6ssze tudjuk hozni ezt a két teriiletet.

Ha két proton altal 1étrehozott Coulomb-szerii vonzasanak megfelelé potencial 1ényegi
vonasait szemlélteti a 6.1 dbra felsé képe. Ebben a hidrogén iont értelmezhetjiik kémiai kotés
szempontjabol. A korabban targyalt megoldasi recepteket végigjatszva az egyetlen elektron
hullamfiiggvényének alakja megrajzolhat6. Most is megkiilonboztethetjiik a szimmetrikus
(paros) és aszimmetrikus (paratlan) hulldmfiiggvényt. Az alapallapoti y; hullamfiiggvényén
latjuk, hogy az elektron tartézkodhat olyan tartomanyokban is, amelyekben klasszikusan nem
(alaguteffektus). gy a két proton altal egymasra kifejtett taszitd erdhatast képes az elektron
lekiizdeni azaltal, hogy valamilyen valosziniiséggel a két proton kozott tartozkodhat, igy fejt-
ve Ki rajuk egy vonz6 hatast. Azonban a masodik energiaszinthez tartozo yr, hullamfliggvény
a két proton kozott nem tartozkodhat, ezért a molekula a Coulomb-erd hatasara szétesik.

V(x)
\ [ / E,

\ I

) ="

P

I 1*

%

5

[p21? X

6.1 abra: Az elektron hullamfiiggvényének és megtaldlasi valoszinlis€égének sematikus alakja
egy olyan potencialgédorben, amely két proton vonzasat modellezi. A i, az alapallapoti hul-
lamfiiggvény, mely szimmetrikus, illetve y, a méasodik energiaszinthez tartozo aszimmetrikus

hullamfiiggvény. P, értelmezést nyujt a kémiai kotések mibenlétére. (Sajat készitésii abra.)



Eddigi példaink megmutattak, hogy az elektronok adott allapotban csak bizonyos he-
lyeken talalhatéak meg nagy valoszintiséggel. Ez igy van haromdimenziés problémakban is,
példaul az atomok kiilsé kotési elektronjai esetén. Az oxigén atom két kotési elektronja pél-

daul a 6.2 dabran lathato tartomanyokban tartozkodhat nagy valoszintiséggel.

/—\‘/—\
N \\__/

oxigeén atommag

6.2 abra: Az abra az oxigén atom a 2 kiilsé elektronjanak nagy megtalalasi valoszinliségli

helyeit mutatja bekarikazott tartomanyokként. (Sajat készitésii abra.)

Ez az iranyitottsag magyarazza a kémiai kotések térbeli struktirdjat. Ha ugyanis két
hidrogén atomot kozelitlink az oxigén atomhoz, akkor azok atommagjai az oxigén nagy elekt-
ronsiirliségii tartoméanyaihoz kapcsolodik, mikdzben sajat elektronjaik révén is deformaljak az

eredeti elektronfelhdket. Ezt sematikusan a 6.3 abra illusztralja.

Hidrogen
atommagok
N
N/ ®
C)\ Oxigén
atommag

6.3 abra: Az elektronok hullamfiliggvényeinek atfedése a H.O-molekula képzddése soran.

(Sajat készitésii abra.)
A két merdleges elektronfelhd taszitdsdnak kovetkeztében a kotési irany kissé eltavo-

lodik, s kialakul viz esetén az ismert 105°-0s szerkezet (6.4 dbra).
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Hidrogén

Hidrogén
Oxigeén
6.4 abra: Az illusztraci6 a vizmolekula 105°-0s kotési szogét mutatja. (Sajat készitésii abra.)

A klasszikus fizika a kémiai kotés megmagyardzasara nem képes, a problémakat
klasszikusan szimuldlva az atommagok mindig eltdvolodnak. Fontos tehat hangsulyozni, hogy
a kvantummechanika teljes egészében meghatdrozza a molekuldk szerkezetét, sdt a 1ényege-
sen bonyolultabb, akar tobb ezer atombol all6 makromolekuldk — igy az ¢élet épitdkdveit alko-
to fehérjék vagy éppen a DNS — felépitését, térbeli alakjat is. Vagyis a kiilonb6z6 funkcidju
molekuldk térbeli Osszeillesztésén alapuld modern gyogyszeripar ma mar elképzelhetetlen
volna a Schrodinger-egyenlet numerikus megoldasan alapuld szimulaciok nélkiil. Nem vélet-
len tanulnak a gyogyszerészhallgatok kvantummechanikai ismereteket, koztiik a Schrodinger-

egyenlet megoldasat.

6.5 abra: A képen egy makromolekula (rituximab) lathato. Ez a fehérje tobb ezer atombol 4ll,

s mara a modern gyogyszeripar alapjait a kvantummechanikai szamitasok jelentik. [2]
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7. POTENCIALDOBOZBAN MOZGO RESZECSKE

A fejezetben a potencialdobozban levo részecskék hullamfiiggvényének megoldasat
lathatjuk. Ennek leirasa soran nem a feladat megoldasat tiiztem ki egyediili célnak. Filozofiai
tartalmat és a feladat megoldasadhoz sziikséges, rejtett és izgalmas gondolatokat vettem szem-
iigyre. A bevezetOben targyaltakhoz hasonloan itt is jol lathatova valik, mennyivel tobb rejlik
egy feladat puszta megoldasa mogott, mint amit elsére gondolnank, ezaltal érdekfeszitové és

szamunkra szakmailag elengedhetetlenné téve azt.

Elsoként egy L szélességli végtelen mély potencialdobozban levé részecske hullam-
fiiggvényét keressiik. Ha tekintlink egy mindkét oldalan lezart vizszintes csében surloddsmen-
tesen mozgd részecskét, példaul elektront egy vezetékben, akkor a részecske potencialis ener-
giaja a fémdarabban konstans nullanak valaszthato, és mivel a falak athatolhatatlanok, ezért
képzelhetlink egy végtelen potencialu falat. Egy ilyen idealizalt rendszer szdmara jo modell a
potencialdoboz (mellyel az 5. fejezetben emlitett alaguteffektust a vezeték végén elhanyagol-
juk).

V) |

tiltott teriilet tiltott teriilet

0 L X
7.1 abra: Az é4bra a L szélességli potencialdobozt mutatja, ahol a fiiggdleges felfelé mutato

nyil jelentése, hogy a potencial értéke végtelen.

0,ha0<x<L
Ve ={
oo, kiilonben.
A részecske a tiltott tartomanyokban nem tartozkodhat, mert ott a potencial értéke végtelen,
azaz Y(x) = 0. Persze éppen ezért vettiik végtelenre a potencial értékét a dobozon kiviil, hogy
matematikailag egyszertien leirhato legyen az a jelenség.
Megoldasunkhoz sziikséges tovabbi feltételek rogzitése is, ugyanis egyenleteink szama

kevesebb, mint a benniik szereplé ismeretleneké. Ezeket a plusz egyenleteket fiiggvényiink

jelentésébdl nyerhetjiik, melyekrdl altalanossagban a 3. fejezetben volt szo.
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A részecske csak a 0 < x < L tartomanyon tartozkodhat, ahol V(x) = 0. Igy a (3.1)
egyenlet altal leirt Schrédinger-egyenlet alakja:

—h? d2y(x) _

E dx2 + OIIJ(X) = EIIJ(X) (71)
d2yy —2mE
dxz2  R2 v (7.2)

Lathat6, hogy a hulldmfiiggvény kétszeres derivéltja ardnyos Onmaga ellentettjével,
tehat intuitivan lathatjuk, hogy szinusz vagy koszinusz tipusu fliggvény a megoldas. Matema-
tikusként at kellene gondolnunk, hogy 1étezik-e megoldas és az egyértelmii-e. De mivel mi a
természetet irjuk le, egy fizikai tényt fogalmazunk meg matematikai formaba Ontve, ezért

ebbdl kovetkezik, hogy a megoldasunk egyértelmii és 1étezik.

Ugy vélem, e gondolatok kivaloan érzékeltetik a matematika szerepét a természettu-
domanyokban. Feladatunk nem mas, mint a fizikai valoésagot az ember alkotta matematikaval
leirni, de ne felejtsiik el, hogy szdmunkra ez a nyelv nem mas, mint egy segédeszkdz. Nem az
a cél, hogy a pusztan gondolati uton alkotott matematikat raerdltessiik az altalunk megismert

és tollink fliggetlen vilagra, ahol a természeti torvények 1étiinket nem veszik figyelembe.

Folytatva a feladat megoldasat, vezessiik be a kdvetkezd jelolést:

2mE . 2k2
k? = vagyis = ) 7.3
2 yis E=—— (7.3)
fgy a y hullamfiiggvény alakja:
y = Asin(kx) + Bcos(kx). (7.4)

A kovetkez6 1épés a folytonossag figyelembevétele a peremeken: P(x = 0) = Y(x = L) = 0,

azaz a fliggvényiink folytonos, hiszen a dobozon kiviil az azonosan 0 fliggvény a megoldas.
Ezt és a (7.4) allitast figyelembe véve kovetkeznek, hogy

P(0) =B =0; (7.5)

Y (L) = Asin(kL) = 0. (7.6)

Mivel a szinusz fliggvény a 0 értéket minden nm helyen veszi fel, ezért a (7.6) egyenletbdl

kovetkezik, hogy

kL = nm ahol n egész szam, vagyis (7.7)
L

n = (7.8)

W09 = Asin(T-x) n=0,£1,42,.. (7.9)
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Jol lathat6, hogy megoldasunkban az A a hullam amplitidojat jelenti, ennek meghaté-
rozasahoz az | 0L|L|J|2dx = 1 val6szintiségi értelmezésbol juthatunk. En ezt a 1épést elhagyom,

ugyanis nem hordoz relevans informacidt a hullamfiiggvény alakjara vonatkozoan.

A (7.9) egyenletnél ismét el6jon fizikusi mivoltunk, mely a matematikai megoldasokat
atértelmezi. Ha az n = 0 esetet vizsgalnank, azt kapnank, hogy a hullamfiiggvény azonosan
nulla. Tehat kapunk egy olyan megoldast, hogy nincs elektron a potencialdobozban. Termé-
szetesen ez minket nem érdekel, nincs fizikai relevancidja leirni a semmit. A kovetkezd, amit
észrevehetilink, hogy nincs kiilonbség a +1 illetve -1 kdzott. A szinusz fliggvény pdratlan,
ezért a negativ eldjel kivihetd a szinusz elé, &m mint tudjuk a hullamfiiggvénynek 6nmagéaban
nincs fizikai jelentése, csak annak abszolutérték négyzetének, azaz a valdszinliségslirliség
figgvénynek. Ebbdl kovetkezik, hogy a +1 illetve -1 ugyanazt a megoldast irja le, ezért ked-
viink szerint a negativ N megoldasok is kizarhatéak, azok nem hordoznak 0j informaciot.

Feladatunk iménti tanulsdga is a fizika és matematika kapcsolatarol alkotott elképzelé-
slinket bdvitette. A pusztan matematikai probléma fizikai tartalom nélkiil mas megoldast ad.

Fizikusként mi csak az n = 1, 2, 3, ... megoldasokkal foglalkozunk, tehat
nm
W(x) = Asin (Tx), aholn=1,2,3, ... (7.10)

Ha a (7.3) egyenletbe behelyettesitjiik a (7.8)-ban kapott k értéket akkor:

n?m? 2mE

o= (7.12)
Ezt atalakitva az energia lehetséges értékei:
mh?
E= STz n? = E;n?. (7.12)

Fizikai tartalma pedig megmondja, hogy tényleg diszkrét energiaszintek vannak, me-
lyeket a fenti eredmény ad meg és az n-et kvantumszamnak nevezziik, ugyanis a diszkrét
energiaszintek ennek az egészszamnak a fliggvényeként adhatdak meg.

A (7.11) osszefliggés atrendezésébdl megkaphato, hogy

nmh nmh  nh A

L= = =—=n-,
V2mE szpz 2p 2 (7.13)
2m

azaz a részecske szamdra rendelkezésre allo intervallum a de Broglie-félhullamhosszanak

egészszamu tobbszorose.
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V(x) =
L3
E;
Eq
X
tiltott g, | tiltott
tartomany tartomany
- X
W2
X
&
X

\/

7.2 abra: A lehetséges energiasajatértékhez tartozo hullamfiiggvények. Latszik, hogy az

energia négyzetesen fligg a kvantumszamtol. (Sajat készitésii abra.)

A hullamfiiggvény megoldasabol latszik, hogy ezek allohullamok, s megfeleltethetok
a mindkét végén befogott huron kialakuld allohullamoknak. Tudjuk Klasszikus fizikai tanul-
manyainkbol, hogy a csomopontok 1étrejottéhez sziikséges, hogy az L hossziisdgi harra a
hullamhossz felének egészszamu tobbszordse férjen ra, melyet éppen a (7.13) egyenlet ir le. A
hasonldsagot lenyligozének gondolom, ugyanis pusztdn a matematikai leiras hasonlosagabol
tudunk analogiat vonni a felfoghatatlan kvantummechanika ¢s mindenki szamara elképzelhetd
(¢és hallhato) klasszikus fizika kozott. Ezek a hasonlosagok adnak lehetOséget a jelenségek
elképzelésére, megkonnyitik tajékozodasunkat a témakdorben, s milyen érdekes, hogy egy uj,
ismeretlen vilag felfedezésénél ezek a matematikai egyezések nyujtanak segitséget. Feltarul,
mennyire elengedhetetlen a klasszikus fizika j6 megértése. A két eset kozott 1ényeges fogalmi
kiilonbség is van: a har esetén a frekvencia w,, = ck, (c a hangsebesség) kvantalt, az energia,
ami A%-tel aranyos folytonos (és persze [|W|? # 1), mig a kvantummechanikai problémaban
212

h
az B, = ——

mennyiség kvantalt. Ez utobbi mennyiségben megjelenik a A Planck-allando,

vagyis az osszefiiggés klasszikusan nem ismerhetd fel.
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Ebbo!l a valamibdl nekiink az kell, ami biztosan van: az érzés. Minél biztosabban van, anndl
pontatlanabb. Minél jobban pontositjuk, anndl kevésbé mondhatjuk rd, hogy van.”** ?°(Ottlik
Géza)

8. HATAROZATLANSAGI RELACIO

Werner Heisenberg 1927-ben publikalt cikkében beszél a hatarozatlansagi relaciorol,

t26, késébb azonban pontos levezetése is megsziile-

melyet gondolatkisérletekbdl szarmaztatot
tett. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié kozépiskolaban tanult megfogalmazasa, hogy

egy részecske helyének és impulzusanak egyidejii mérésekor igaz a kovetkezd 0sszefliggés:

AxAp = g (8.1)
ahol Ax a részecske helymérésének bizonytalansagat, Ap pedig a részecske impulzusmérésé-
nek bizonytalansagat jelenti.

Azonban ez a kdzépiskolas megfogalmazas kételyeket és illuziokat kelthet diakjaink-
ban, ezért elengedhetetlen nekiink, fizikatandroknak a megfelelé kvantummechanikai ismeret.
Az iskolai megfogalmazas azt az érzetet keltheti, hogy mérémiiszereink pontatlansaganak oka
az Osszefliggés, azonban ez téves. A hatarozatlansagi relacioban torténd mérést egy idealis
mérémiiszerre mondjuk ki, amely a mérndki megvalositasbol ad6dod pontatlansagokat nem
tartalmazza. Azaz a hatarozatlansagi relacio igazsagtartalma nem filigg a mérdmiiszertdl, ha-
nem a kvantummechanikai allapotok valdsziniiségi tulajdonsagainak kdvetkezménye. Nagyon
fontosnak tartom, hogy a hatarozatlansagi relaciobol nem kovetkezik, hogy a vilag megismer-
hetetlen, hiszen jelenségeinket torvényekbe foglaljuk, s ezaltal joslatokat tudunk tenni. Erde-

mes inkabb lehetdségként felfogni ezeket a fizikai torvényeket, mintsem korlatnak.

A kozépiskolas fizikatanaroknak azért is sziikséges a jo szakképzettség, mert rengeteg
olyan feladattal taldlkozhat kiilonb6z6 konyvekben, melyek pontatlanok, félrevezetdek esetleg
tévesek is lehetnek. Ezeket fizikatanarként észre kell venniink, s erre a pontatlansadgra egy
példa lehet a 2017. marciusi KdMaL szdmban megjelent P.4925. feladat?’.8

A hatdrozatlansagi relacio felhasznalasaval becsiiljiik meg, hogy legalabb mekkora

lenne egy 1071t m dtmérdjii gombbe zdrt elektron energidja.

24 (Ottlik 1993:6)

3 Ottlik az érzést a hatarozatlansagi relacioval hozta parhuzamba.

%6 (Janossy 1971)

27 Az alabbi példara Szeibert Janka, matematika-fizika tandrszakos hallgato hivta fel a figyelmem.

28 (KoMaL 2017/03:189)
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A hivatalos megoldas a kovetkezo:
A ,,gombbe zart” elektron a gomb belsejében szabadon mozoghat, de a gomb falin nem képes
dthatolni, emiatt a helyének bizonytalansaga (hatarozatlansaga) a gomb d datmérdjénél nem

lehet nagyobb. Ez érvényes mindharom térbeli koordinatara, tehat:

Ax <d Ay <d Az < d (8.2)
A Heisenberg-féle hatdarozatlansagi reldacié szerint az elektron sebességének komponenseire
érvényes:
>h>h >h>h >h>h (8.3)
Y omdx T 2md Y T 2may T 2md V2T 2mdz T 2md '
ahol h = % ~1-1073*J,m, = 9-1073 kg az elektron témege és d = 10~ m.
A gombbe zart elektron energidja ezek szerint
E = Sim(v? + v2 + v7) > 3h° ~4,6-1071] =~ 0,3 keV (8.4)
—Em(Ux+Uy+Uz)_m~ ) ]~ , ev. '

Megjegyzések:
1. A kiszdmitott energia alsé hatdra sokkal kisebb, mint az elektron mc? = 510 keV nyugal-

mi energidja, ezért jogos volt a mozgasi energia nemrelativisztikus képletének alkalmazasa.

2. Az alkalmazott becslés nagysagrendileg helyesen adja meg a bezart elektron energiajat, de
az energia szamszeri értéke — az alkalmazott kozelitéstol fiiggéen — mas is lehet. (A hataro-
zatlansdgi reldaciot gyakran A(mv) - Ax > h alakban irjdk fel; ebbdl az energidara kb. 50 keV
adodik.) Ez a becslés éppugy elfogadhato, mint a fentebb megadott érték.

3. A ,,dobozba” vagy gomb alaku , iiregbe” zart elektron csak egy leegyszeriisitett modell,
ilyen helyzet ténylegesen nem valosithato meg. (Felteheto a kérdés: mibdl kellene késziteni
egy ilyen iireg falat.) A kocka vagy gomb alaku iireg csak modellezi pl. a hidrogénatomot,
ahol az elektront az atommag Coulomb-erdtere , zarja be” egy kb. 107° m datmérdjii térrész-
be.” [3]

A gondolatmenetiink ravilagit arra, hogy a didkok szamara jobban érthet6vé tehetd a
feladat megoldasa, ha a kvantummechanika eszkoztaran alapul. Tovabba bemutatja, hogy
éppen a hatarozatlansagi relaci6 miatt az alapallapoti energia mindig véges, annak ellenére,
hogy klasszikusan nullat kapnank.

A (8.3) szammal ellatott egyenlétlenségekkel kapcsolatban az a kérdés meriil fel, hogy
miért v, szerepel a bal oldalon Av, helyett, ahogy az a hatarozatlansagi relaciobol kovetkez-

ne. Eppen az egyetemi tanulmanyokbél tudjuk, hogy (Avy)? a sebesség szorasnégyzete, vagy-
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is vZ atlaganak és v, -vel képzett atlaga négyzetének kiilonbsége: mivel x iranya elmozdulas

nincs, v, atlaga eltlinik, azaz (Avy)? éppen a v2 atlagaval lesz egyenld. Azaz a

J(@v)? = vg = %

alak hasznélhatd, melyet hasonléan a masik két komponensre is felirhatunk. Ezért alkalmaz-
hatjuk tehat a (8.4) allitast, és nem kell hasznalni a Avy = v, érthetetlen kozelitést. A tanuld
igy megérti azt is, hogy a mikrovildgban a legalacsonyabb energiaju kotott allapot sohasem
felel meg a nyugalomnak (klasszikusan nulla energidju allapotnak), hiszen abban a sebesség
zérus, pontosan ismert, de emiatt a hely teljesen bizonytalan lenne, a hullamfiiggvény nem

tarthatna nulldhoz nagy tdvolsagokra.

Az¢ért is tartom fontosnak az alabbiakat, mert ezzel a témakorrel nem foglalkoznak be-
hatdan a kozépiskolas tanulmanyaik alatt a didkok. Ezért véleményem szerint sok tanuld gon-
dolna a 0 J megoldasra, de egy versenyfeladathoz mérten talzottan kénnyii megoldasi ered-
mény Osszezavarhatja a versenyz6t, aki hamar felfiiggesztené a feladat megoldasat. A megol-
dasok szamat megnézve jol latszodik, hogy a népszeriitlenebb fizika feladatok koz¢ tartozott a
2017. marciusi szamban, s az eredménylistan az is megfigyelhetd, hogy ezen az apr6 értelme-

zésen helyezések is mulhattak.

Természetesen a klasszikus fizika visszakaphaté a kvantummechanika hatareseteként,
melyet korrespondencia-elvnek hivunk. Jelen példaban ez a A — 0 feltételt jelenti. Jol lathato,
hogy ekkor a hatarozatlansagi relacio a Ap - Ax > 0 alakra modosul, mely nem ad semmilyen
megszoritast, s igy érthetévé valik, hogy a minimalis energiaérték 0 is lehet, ahogy a klasszi-

kus fizikaban varjuk.
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9. SZEMELYES ELMENYEIM, OSSZEGZES

Kvantummechanikai tanulmanyaim soran vet6dott fel a rengeteg kérdés, melyet a dol-
gozat targyal. Természetesen a gondolat csirdi mar megindultak bennem korabbi tanulma-
nyoknal, de a Iényegi megértése a dolgoknak ekkor kovetkezett be, hiszen mint a bevezetoben
irtam, a kvantummechanikaban annyi minden 1jszerti, hogy sokkal konnyebben vetjiik le ma-
gunkrol az érzékszerveink altal nyert vilagképet. E gondolatok amellett, hogy nagyon hasznos
tudast adtak a tudomanyos szemlélethez, az érdeklédésemet is jobban felkeltette a fizika irant.
A feladatsorokon szerepld kitlizott példak megoldasara sok esetben nem a gyakorlat elvégzé-
se, hanem a kivancsisag vezérelt. Ugy gondolom, a fizikatanar-képzésben sziikséges, hogy ne
csak pedagogiai ismereteink legyenek megfeleléek, hanem tudomanyos latasmodunk egy fi-
zikuséval hasonld szintre emelkedjen a megfeleld tudomanyos hozzaallas és szemlélet érdek-
¢ben. Ezt a kvantummechanikai (és erre épiild) targyak elvégzése nélkiil sosem értem volna

el.

Korunkban az altudomanyok térnyerésének az egyik legerdsebb taptalaja a bonyolult,
modern fizikai jelenségeknek valosagot mell6z6 meseszerli targyaldsa. Az ilyen gondolatok
,hitelességét” azonban az is erdsiti, hogy a természettudomanyok is sokszor ,,abszurdnak”
tiin6 allitasokat tesznek. igy egy nem megfeleld képesitésii ember nehezen képes a kettd ko-

zotti kiilonbségtételre.

Személyes élményeimhez tartozik, hogy elsdként talalkoztam olyan tételekkel vizsga-
ra valo felkésziilés soran, melyeknek megtanuldsa nem igényelt 1d6t és erdfeszitést. Az élve-
zet és kivancsisag miatt elsd olvasasra megértettem és megtanultam ,,az atlagértékek iddbeli
véltozasa, a klasszikus mechanikaval valé kapcsolat” cimii tételt, melyben példaul az Ehren-
fest-tétel keriilt targyalasra. Mi sem volt izgalmasabb, mint elsdként tanulmanyozni életem
soran tisztan matematikai eszk6zokkel, hogy a kvantummechanika hatareseteként visszakap-
hato a klasszikus fizika. Meglepd volt, mikor a korabban nem értett fizikakonyv bracket iras-
maddjat kvantummechanikai ismeretek olvashatova tették szamomra. Egy olyan kapu nyilt ki
az 0j ismeretek altal, melynek segitségével behatoéan lehet tanulmanyozni szinte barmely fizi-
kaval kapcsolatos szakirodalmat.

Ugyanigy hasonlo 6romet okozott nekem, mikor kiilonb6zé barati beszélgetések kap-
csan kvantummechanikai allitdsokat és hasonlosagokat emlitettem meg a hétkdznapi életiink-
kel kapcsolatban, igy elnyerve barataim figyelmét egy szamukra ismeretlen nézépontrol. Vi-

laglatasomra és €letemre is komoly hatést gyakorolt a targy elvégzése, és azota is rendiiletle-
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niil tart érdeklédésem a fizika tudomanya irdnt. Ha tanarként kiilonb6z6é tudomanytorténeti
anyagokat, példaul a természettudomanyok nagyjainak életiik végén irt visszaemlékezéseit és
esszéit olvassuk, elengedhetetlen szamunkra a megfelelé kvantummechanikai ismeret. Hi-
szen, hogy is érthetnénk meg igazan egy egyszerii gondolat mondanivalojat, ha szadmitasokkal
nem gyo6zodiink meg az allitas helyességérdl. Miért is ne szeretnénk sajat példainkon keresz-
tiil meggy6zO0dni a deduktiv uton nyert igazsadg bizonyossagar6l? Hogyan élhetné at olyan
mélyen egy fizikat nem ért6 ember Ottlik szavait, mint mi? Vajon akkor is ennyire élveztem
volna a mii olvasésat, mikor még csak els6éves hallgatdé voltam? Ezen irdsokbdl nyert mély
bolcsességeket tanitasunkhoz is becsempészhetiink leegyszerisitett formaba. Fizikatanarként
elengedhetetlen szamunkra, hogy didkjainknak atadjuk a természettudomanyok mukddési
elvét, megadni azt a szemléletet, melynek segitségével onmagukban képesek lesznek eldonte-

ni egy interneten talalt cikk hitelességét.

A dolgozat alcimébe feltett kérdésre a kovetkezd gondolatok szolgédlhatnak vélaszként,
melyeket ajanlok hallgatotarsaim figyelmébe a targy tanuldsa soran:

e A kvantummechanika egyike azon teriileteknek, melynek kapcsan nincsenek hétkoz-
napi tapasztalataink. A fizika ezen teriiletének miivelése Gjszerti hozzaallast igényel.

e Ennek a tudomanyteriiletnek a megismerésénél kozvetett miiszeres tapasztalatokra kell
hagyatkoznunk, s ezaltal érthetjiik meg igazan, miért is fontosak kisérleteink. Emellet
a természettudomanyok mitkddésének lényegi megértése is igazan itt kdvetkezhet be,
mikozben az ember 4térzi a matematikai és fizikai gondolkozas kiilonbségét is.

e A hulldm-részecske kettdség és ezzel egyiittjard valdsziniliségi értelmezés fontos
szemléletvaltoztatast eredményez. El kell fogadnunk, hogy az egyedi kisérletek kime-
netele véletlenszerli, de szdmos kisérlet megismétlésével valdszinliségeloszlast ka-
punk, mely egyértelmii és josolhatd matematikai leirds segitségével. Megeértjiik, hogy
a valoszinliségi torvény is torvény.

e FElsajatithatd a Schrodinger-egyenlet megolddsa sordn egy olyan fizikafeladatokat
alapvetden jellemz0 aspektus, miszerint 1épéseinket a valosag folyamatos egyeztetésé-
vel tessziik meg. Emellett a numerikus feladatmegoldassal is megismerkedhetiink,
mely alapvetd fontossagu a természettudomanyos gondolkozas kifejlddéséhez, s ennek
ismerete kiemelten fontos, ha olyan didkokat tanitunk, akik fizikusi vagy mérndki pa-
lyéra késziilnek.

e A mai mérnoki tudomany alapjat képezi a kvantumjelenségek kihasznalasa. Ilyen

barmilyen modern technikai eszkdz, vagy a jovOben nagy lehetdségekkel kecsegtetd
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kvantumszamitogépek fejlesztése. Ezen teriiletekhez valé minimalis ismeretek elvar-
hatok egy fizikatanartol.

Az als6 energiaszintek éles elvalasa alapjan megérthetjiik, hogy bizonyos hdmérséklet
alatt egyes szabadsagi fokok befagynak. A kvantummechanika kdvetkezménye ugyan-
is, hogy minden jelenség beindulasahoz véges energia kell, addig amig a T hdmérsék-
letti kornyezetet jellemz6 kT (k a Boltzmann-allando) termikus energia kisebb ennél,
olyan mintha a mozgasforma nem is létezne. Igy lehetséges, hogy szobahémérsékleten
nem érezziik az atomok, atommagok, kvarkok létezését, tehat nem kell mindent is-
merniink.

A kvantummechanika eredményei olyan, kevesek altal ismert kulturalis kincsei a vi-
lagnak, amelyeket tanari kételességiink megismerni. Ugy gondolom, hogy ezek az is-
meretek a természetet tiszteld, 21. szdzadi gondolkodas alapvetd elemei, melyeket ki-
fejezetten alkalmazhatunk az aktualis vilag sulyos tévhiteivel szemben, ezzel megero-
sitve felelés gondolkozasunkat. Ezeknek koszonhetden az ember még a newtoni

mechanika targyalasat is aldzatosabban ¢s szellemesebben adja eld.
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10. KOSZONETNYILVANITAS

Koszonettel tartozom témavezetoimnek: Tél Tamasnak és Vincze Miklosnak, akik

fontos szerepet jatszanak a fizikatanar-képzés szinvonalanak emelésében, s sokat segitettek a

dolgozat megirasaban is. Tovabba

Dosa Eszter fizika-kémia tanarszakos hallgatétarsamnak

¢desanyamnak, Kiss Gyongyi magyar-0rosz-német szakos tanarnak,

Szabo Robert fizika-torténelem tanarszakos hallgatotarsamnak,

novéremnek, Toth Bernadett informatikusnak,

nagybatyamnak, Toth Istvan Konstantin OSB matematika-fizika-filozofia tanarnak,

édesapamnak, T6th Tamas matematika-fizika-szamitastechnika tanarnak,

akik gondosan atolvastak az irést, és hasznos tanacsokkal lattak el.

Halaval tartozom Gnidig Péter egyetemi docensnek, hogy kérésemre elmondta 0jbol a 4.1

fejezet autds szemléletes példajat, és Szeibert Janka matematika-fizika tanarszakos hallgato-

tarsamnak, hogy rendelkezésemre juttatta eléadasanak anyagat, amelyben a 8. fejezet K6Mal

példajat diszkutalta.

37



11. FUGGELEK

11.1 MIT UZENHET A KVANTUMMECHANIKA A KOZEPISKOLASOKNAK?

Dolgozatom elsddleges célja nem a kozoktatassal kapcsolatos, személyes tapasztalata-
im alapjan mégis megfogalmazhaté néhany olyan gondolat, amely a modern fizika iskolaival
tanitasaval kapcsolatosan napjainkban hasznos lehet.

Bar a nyolcvanas évek végén a magyar kozoktatas megkisérelte a kvantummechanika

részletes tanitasat?®

, err0l ma sz6 sem lehet. A kisérlet nem valtotta be a hozzafliz6tt remé-
nyeket, mert jelentdsen meghaladta az atlagos gimnazista absztrakcios szintjét, illetve a szak-
tanarok tobbségének szaktudasat. Masrészt az azota folyamatosan csokkend fizika-6raszam
miatt erre id6 sem 4ll rendelkezésre, s a 2018-as NAT-tervezet sem fektet kiilonosebb hang-
sulyt erre a teriiletre. Ezért véleményem szerint ma a kdzoktatasban a fogalmi hdttér pontos
megfogalmazasara lenne érdemes koncentralni, hiszen a dolgozat személyes megkdzelitése is
azt mutatja, hogy a fogalmi hattér megértése elengedhetetlen a téma igazi megértéséhez. Itt
csak roviden felsorolok néhany ilyen jellegii gondolatot:

A didkokkal meg kell értetniink, hogy a mikrovilag jelenségei kapcsan meglepetésekre
kell szamitaniuk, hiszen nem tamaszkodhatunk hétkoznapi tapasztalatainkra, melyek mind a
makrovilaggal kapcsolatosak. E jelenségek értelmezése — a természettudomanyos megkozeli-
tés altalanos szabalyai szerint — a kisérleti tapasztalatokkal 6sszhangban levd, 6hatatlanul ;-
szerlinek tlind fogalmak alapjan torténik.

Ezek koziil az egyik legfontosabb, hogy a mikrorészecskékkel kapcsolatos egyedi ki-
sérletek kimenetele mindig véletlenszerli, sok azonos kisérlet megismétlése alapjan azonban a
lehetséges eredmények bekovetkezési valdsziniiségét pontosan meg lehet hatarozni. (A
Schrodinger-egyenlet végsd soron ilyen valdszinliséget ad meg a P hullamfiiggvény, ill. an-
nak abszolut négyzete révén).

A hullam-részecske kettoség ennek az altalanos szabalynak a megnyilvanuldsa, misze-
rint az egyedi kiséreltek részecsketulajdonsagot mutatnak, a hullamtulajdonsag ezek sokasa-
gaban mutatkozik meg.

A ketréses kisérlet kiilon figyelmet érdemel, mert ma mar minden osztalyban levetit-
hetd az egyik eredeti kisérlet eredményeit bemutaté vided [4], melyben eleinte véletlennek

tind egyedi részecske-becsapodasokat latunk, de az 1d6 mulasaval, az események szamanak

2 Toth 1996.
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novekedésével észrevessziik a belitések savokban torténd siirisodését, a hulldmokra jellemz6
interferenciat.

Fontos hangsulyozni, hogy a de Broglie-hulldmhossz a sok azonos mikrorészecske
Osszességére jellemzo hullamfiiggvény térbeli periodicitasat adja meg, de csak a kdrnyeze-
tilkkel kolcson nem hato esetben. (Ezért egy ember vagy autd hullamhossza bar a képlet sze-
rint kiszamithato, nem értelmezhetd, hiszen a makroszkopikus testek mindig erésen kdlcson-
hatnak kornyezetiikkel.) Amikor egy mikrorészecske olyan erétérrel hat koleson, amely azt
egy véges térrészben igyekszik tartani, akkor a hullamfiiggvény csak ebben a tartomanyban
hullamzik jelentdsen.

A dobozba zart részecske példajan megmutathatjuk, hogy az hasonldé a megpenditett
haron kialakulé alaphang ill. felhangjai esetéhez, csak mig ebben az esetben a frekvenciak
vehetnek fel adott diszkrét értékeket, addig a részecske esetében az energia: ezért mondjuk,
hogy az energia kvantalt. Minél nagyobb az dsszenergia, annal slirtibben hullamzik a hullam-
fiiggvény, hiszen annal nagyobb az impulzus abszolutértéke is.

A hullamfiiggvény hullamzasabol kovetkezéen a megtaldlasi valosziniiség bizonyos
iban az elektronok megtalalasi slirlisége is csak bizonyos tartoményokban jelentds, melyek
térbeli szerkezetet mutatnak. Ezzel magyarazhat6 a kémiai kotés és annak irdanyitottsdaga (pl. a
vegyiértékszog). Fontos tanitvanyainkban tudatositani, hogy a klasszikus fizika, de még a
Bohr-elmélet sem képes a kémiai kotést és a molekulak szerkezetét magyarazni.

Ha az er6tér dsszetartd ugyan, de nagy tavolsagban gyengiil, akkor az osszetartasra ki-
jelolt tartomanybol a részecske kiszokhet, és messzire eltdvolodhat. Ez az alaguteffektus,
mely klasszikusan nem létezik, de sok kisérleti tapasztalattal 6sszhangban van, magyarazza
pl. a radioaktiv bomlast.

A hatarozatlansagi relacio kizarja, hogy a mikrovilagban a hely és az impulzus egy-
szerre pontosan meghatarozhat6 lenne. Ez is a valoszinliségi tulajdonsag egyik kovetkezmé-
nye. A relacié6 nem a mérOmiiszereink mérndki pontatlansagbol adoédd hibajara vonatkozik,
hiszen egy méréstdl fliggetlen allitds. Emellett ravilagit arra is, hogy ez nem korlatja vildgunk
megismerhetdségének, hanem a mikrovilagra jellemzd 0j tulajdonsag.
hasem 0, hiszen nyugalmi allapot, melyben az impulzus pontosan nulla lenne véges kiterjedé-
sl rendszerben, a hatarozatlansagi relacié miatt nem lehetséges, szemben a klasszikus esetek-

kel.
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Az energia kvantaltsadga megmagyarazza a fizika €s az egész természettudomany egyik
fontos sajatsagat, miszerint a tudomanyteriiletek jol szétvalnak. Egyes mozgasformak ugyanis
adott hdmérsékletli kornyezetben nem valosulnak meg egészen addig, amig a kornyezetbdl
szarmazo6 tipikus kT termikus energia nem elegendd az elsé gerjesztett allapot eléréséhez.
Ezért van az pl., hogy a kémia megértéséhez nincs sziikség az atommag ismeretére, a kvar-
kokro6l nem is beszélve.

Fontos hangsulyoznunk azt is, hogy a kvantummechanika 1ényegében lezart teriilete a
fizikanak, mely hataresetben visszaadja az egész klasszikus fizikat. Tapasztalataim szerint a
kvantummechanikaval egyaltalan nem foglalkozé hallgatok korében gyakori az a gondolat,
miszerint ezen teriilete a fizikanak még egy nyilt probléma, ezért a klasszikus fizikaval sincs
Osszhangban.

A fenti gondolatokat az elolvasott kozépiskolas tankdnyvekben®® 3! tiszta megfogal-
mazasban nem taldltam meg, pedig fontos alapokat jelentenek a kvantummechanikai szemlé-

lethez és ezekhez kapcsolddo feladatok megoldasahoz.

30 (Dégen, Elblinger, Simon 2015)
31 (Halész, Jurisits, Szfics 2012)
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11.2. EGY HASZNOS KVANTUMMECHANIKAI FELADAT

11.2.1. DIMENZIOTLANITAS

A feladat megoldasa el6tt végezziik el a Schrodinger-egyenlet dimenziotlanitasat.
Azonkiviil, hogy ez a 1épés megkdnnyiti szamoldsunkat, ezt a késébbiekben sem keriilhetjiik
el, ugyanis a szamitogépes modellezés nem teszi lehetévé a kiilonb6z6 mértékegységekkel
val6 szimulalast, szamolast. A numerikus megoldasrol mar az 4. fejezetben is beszéltem, meg-
ismerését pedig azért tartom hasznosnak, mert fontos szerepet tolt be a matematika természet-
tudomanyokban val6 alkalmazasdnak modjarél. A megoldasok soran olyan szamitogépes esz-
kozoket is haszndlok, mint a WolframAlpha, illetve GeoGebra. Ezek hasznalatanak elsajatita-
saval latvanyos dolgokat vihetiink be kozépiskolai oktatasunkba.

Ha derivalunk egy mennyiséget hely szerint, akkor a mennyiség egy hosszusag di-
menzidval elosztodik, ami legyen a potencialgddor jellegzetes L mérete. Ezért a kétszeres
hely szerinti derivalasbol L? kiemelhetd, ha X-en az L egységekben mért dimenziotlan hosszu-
sagot értjiik. A (3.1) Schrodinger egyenlet dimenzidtlan alakja igy:

—h? A2y
2ml2 dx?

ahol A2 /2mL? mértékegysége J. Atrendezve az egyenletet:

=(E -V, (11.1)

d2y \Y E
dxz |\ "hnz T TRz U (11.2)
2ml?  2ml?
Legyen a dimenzi6tlan potencidl, illetve energia:
v
V= (11.3)
2ml?
E
€= ——.
h? (11.4)
2ml2?

fgy a Schrodinger egyenlet dimenzi6tlan alakja a kovetkezo:
d2
= W)~ O, (1L5)

2

Megjegyzés: a energiaegység nagysagrendje L = 1 A-mel és az elektron tomegével sza-

2mL2

molva 6 - 1071° ], mely az atomi vilag tipikus eV energiajanak nagysagrendje.
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11.2.2. VEGES, SZIMMETRIKUS POTENCIALGODORBEN MOZGO RESZECSKE

Legyen a dimenzidtlan potencial

0,ha—-05<x<0,5
v(x) = {
Vo kiilonben
ami véges, vo magassagu godornek felel meg, ahogy a 11./ dabra mutatja.
Av(x)

Vo
£
> X

-0.5 0.5

11.1 abra: A véges, szimmetrikus potencialgédor alakja.

A (11.5) egyenletben keressiik a € energia lehetséges értékeit és a hozzajuk tartozo P hullam-
fiiggvényeket. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
k2 =g (11.6)
a?i=vy—e=v,— k2 (11.7)
A (11.5) egyenlet alakjat figyelembe véve az x = 0 helyeken a hullamfiiggvény szinuszos
vagy koszinuszos lehet, hiszen a masodik derivalt aranyos dnmaga ellentettjével. A szinuszos
alak( hullamfiiggvény az aszimmetrikus megoldas, a koszinuszost pedig szimmetrikus meg-
oldas.

Itt fontosnak tartom megjegyezni, hogy a pongyolanak tiind megoldas soran erésen
kihasznaltuk, hogy a kvantummechanikai leirdsmod helyesen irja le a jelenségeket. Felhasz-
naltuk, hogy ha van megoldas, annak milyennek kell lennie, ugyanis, ha ez nem teljesiilne,
gond lenne a térvényeinkkel. A legtobb szakirodalom ezeket a megoldasokat hosszu differen-
cidlegyenletek megolddsa soran egyenletrendezésekkel és folytonossagi feltételekkel nyeri,
tisztan matematikai uton. Ugy gondolom, fizikatanarként el kell sajatitani ezt a megoldasi
szemléletet is. Lev Davidovics Landautol szarmazik egy idézet, miszerint egy problémanak
addig nem is érdemes nekidllni, amig nem tudjuk a megoldast. Ezt ugy értette, hogy fizikai
megérzéssel, egyszerli elméleti megfontolasokkal vagy modellekkel probalunk egy képet

kapni arrél, mi is torténik.
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A szimmetrikus megoldas
A (11.5) differencialegyenlet szimmetrikus megoldasa a kovetkez6 lehet:
Y = A - cos(kx), ha—0,5<x<+0,5, (11.8)
Y =B-e x>0,5, (11.9)
és x < 0,5-re szimmetrikusan. A (11.8) megoldast az el6bb mar részleteztiik, a (11.9) pedig a
vy > € feltételnek koszonhetd, mely szerint (11.5)-ben a hullamfiiggvény masodik derivaltja
aranyos 0onmagaval, ezt pedig az exponencidlis fliggvény teljesiti, melynek lecsengdnek kell
lennie.
Most vegyiik a kiilonb6z6 tartomanyokon vett hullamfiiggvények derivaltjat:
' = —Ak - sin(kx), ha—-0,5<x<+0,5, (11.10)
Y’ = —Ba-e™*, hax> 0,5. (11.11)
Mivel a hullamfiiggvénynek teljesitenie kell a folytonossagot, a (11.8) és (11.9) egyenletek-
nek az x = 40,5 helyeken egyenldnek kell lenniiik. Ezt felirva a kdvetkezd Gsszefiiggést kap-
hatjuk:

k _a
A cos (E) =B-e 2. (11.12)

Ezek szerint az A és B amplitidok aranyat az energia k értéke meghatdrozza majd. A hulldm-
figgvénynek simanak kell lennie, azaz a derivaltfiiggvényeknek is folytonossagot kell teljesi-
tenitk az x= 10,5 helyeken, ezért a (11.10) illetve (11.11) egyenletek

x = 0,5 helyen vett egyenldsége miatt teljesiil az alabbi dsszefliggés:
k _g
—AKk - sin (E) = —Bae 2. (11.13)
A (11.13) és (11.12) hanyadosat képezve:

k-tg (;) = q. (11.14)

Majd a (11.7) altal definialt a-ra vonatkoz6 Osszefiiggés felhasznalasaval a kovetkez6 Gssze-

fiiggésre jutunk:

k-tg (;) = /vo — k2. (11.15)

Jol latszik, hogy sikeresen felirtunk egy egyenletet, melyben mar csak az energiat
meghatarozé k = /e ismeretlen szerepel.
Megoldasa a bonyolultsaga miatt grafikusan vagy numerikusan térténhet, olyan k johet szoba,
mely kielégiti az egyenletet, melybdl a lehetséges energia értékek meghatarozhatoak. A tan-

genses kifejezés (bal oldal) és \/V—O sugaru kort jelent6 gyokfiiggvény (jobb oldal) abrazolasa-
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kor (11.2 abra) észrevehetjiik, hogy a két grafikonnak minden v, feltétel esetén lesz metszé-
se. Tehat barmilyen kicsi is a potencialgddor mérete, egy szimmetrikus hullamfiiggvény min-
dig 1étezni fog, nagyobb godrok esetében pedig j megoldasok is szdba jonnek. Az dbra jol
illusztralja, hogy adott godor (vo érték) esetén csak néhany metszéspont (fekete pontok) 1éte-

zik, azaz csak véges szamu, €s €lesen elvalo energiaérték lehetséges.

V120 [

® o> k
@ @ o

T 3 5T 71

11.2 abra: A véges potencialgddorben mozgd részecske € energiajara k = /e felirt (11.15)
egyenlet grafikus abrazolasa. Szépen latszodik, hogy akarmilyen v, kezdofeltétel megadasa-
nél lesz metszete a két grafikonnak, azaz minden godérhdz tartozik egy k? energiasajatérték.
A rajzot a GeoGebra nevezetli szamitogépes program segitségével készitettem, melynek isme-
rete nagyban hozzdjarul a fizika- és matematika-tanarok szinvonalas oktatdsdhoz, ismeretét

mindenkinek nagyon ajanlom.

Ezt a megallapitast ellendrizhetjiik a WolframAlpha internetes programmal is. Ha a
g0dor dimenzidtlan magassaganak v, kezdofeltételének 20-at adunk meg, akkor a program
segitségével numerikusan szerzett k értékre 2,14 adodik, azaz €; = 4,59. Azonban, ha 120-at,
akkor két megoldas is lesz: k = 2,65, illetve k = 7,83, amivel ¢; = 7,03 és e5 = 61,3. Ter-
mészetesen, ha a v, értékét novelem, akkor a 11.2 dbrdn talalhato negyedkor sugara né, tehat

tobb helyen is elmetszi a tangens fiiggvényt. Ha a vy > 1 de k véges esetet vizsgaljuk, akkor
a (11.15) egyenletben a k- tg(5) értek kozel végtelen lesz, vagyis 5 =n - (3), amibol a

k? = g, = m?n?, ahol n paratlan. {gy visszakapjuk a végtelen mély potencial doboz paratlan

h2
2mL2

megoldasait (mely eredményt (7.12) egyenletben fejeztink ki) energiaegységekben.
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Végtelen sok energiaérték csak a végtelen mély potencialgodorben lehetséges. A konvergen-

cia folyamatat, egyre nagyobb vo értékeket véve, a 11.1 tablazat érzékelteti.

Vo € €3 €5 &
20 4,59
120 7,03 61,3
200 7,56 67,1 176
500 8,31 74,5 205 393
o) 9,87 88,8 247 484
11.1 tablazat: Kiilonbozo6 vo godor-magassagok mellett a lehetséges energiasajatértékek 2:12

energiaegységekben. Megfigyelhetd, hogy az egyre magasabb (nagyobb vo) godrok esetén a
megoldasok kozelitenek a végtelen mély godor megoldasaihoz. A numerikus szamitasokat a

WolframAlpha segitségével végeztem el.

Hasonlé meggondolasokkal megkaphatoak az aszimmetrikus megoldasok is. Ezt a

dolgozatom mar nem tartalmazza.
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., Tudomanyos modszer az, ahogy az alkoto tudosok dolgoznak, nem pedig az, amit mdsok

vagy esetleg éppen 6k maguk mondanak erre vonatkozéan.’®? (Percy W. Bridgman)

11.3 HOGYAN MUKODIK A TERMESZETTUDOMANY ?
11.3.1 AZ INDUKTIV MODSZER

., A (természet)tudomanyos ,, igazsdg” kizarélagos kritériuma a kisérlet.”® (R.P. Feynman)

A tudomany mikddésének megértése feltétlen sziikséges fizikatanari szempont. Az in-
ternet térnyerésével az altudomanyok hiveinek irdsait jovendd didkjaink is megismerhetik, és
hattérismereteik hidnyabol kovetkezden téves képet kaphatnak a vilagrol. Ilyen téveszmék
kovetkezménye példaul ha mar a kvantummechanikat targyaljuk: a nullponti energia kivonéasa
a vakuumbol. A fizikatanarok természettudomanyos ismereteik segithetik ezek cafolatat.

A természettudomanyos torvények megalkotasanak magatodl értetédé modja az induk-
tiv mddszer. Ha a torvényeinket felismertiik, akkor elvileg tisztdn elméleti iton, deduktivan
levezethetjlik 0sszes jelenségiinket. A kisérleti fizika éltal hasznalt induktiv modszer Iényege,
hogy a tapasztalataink ¢és kisérleteink altal nyert informacidhalmazbdl ismertink fel fizika
torvényt, azaz ,,a kozos vonasok kiemelésével keressiik meg az altalanosat, a torvényszertisé-
get. [...] Kénnyen belathatjuk azonban, hogy az induktiv uton nyert torvények sohasem adnak
teljes bizonyossagot jovobeni érvényességiikre. A torvény — éppen daltalanossaganal fogva —
végtelen sok egyedi esetet tartalmaz” 3* Ahhoz, hogy matematikai értelemben a torvény igaz-
sagat bizonyitsuk, a vilag sszes eseményén ellendrizni kellene azt. Am ez abszurd és lehetet-
len feladat. Hiszen, ha azt akarnank bizonyitani, hogy egy par méter magasra feldobott k6
leesik, azt végtelenszer kellene elvégezniink, minden iddpillanatban, tehat most is csak kove-
ket dobalhatnank. Igy a természettudomanyok nem a bizonyitasra helyezik a hangsulyt, ha-
nem a cafolasra. ,, Ugy szokds kifejezni, hogy egy természettorvény nem verifikdlhato, viszont
falzifikalhaté” *® Azaz nem bizonyithato, de magiban hordozza a cafolas lehetdségét. Ponto-
san ennek a bizonyitadsnak a hidnya miatt van akkora szerepe annak, hogy egy torvénybdl de-
duktiv aton levezetett jelenséget kisérletileg is igazolnunk kell.

Szembedtld, mennyire mashogy mukodik egy természettudomanyos igazsag a mate-

matikdhoz képest. Egy esetleges elmélet megdontése sem feltétlen annak érvénytelenségét,

32 (Simonyi 2011:31)
33 (Feynman 1968:13-14)
34 (Simonyi 2011:29-30)
3 (Simonyi 2011:30)

46



hanem inkabb érvényességi korének hatérait jeloli ki*®, melyre kivalé példa a newtoni mecha-
nika. Mégis csodalatra mélto, hogy a torvények mitkddnek, eddig sikeresen helytalltak és leir-
tak a valosagot deduktiv uton is, melyrdl mi, hallgatok, az elméleti fizikai tanulmanyaink so-
ran nyerhetiink bizonyossagot. Egyenleteink felirasanal mindig ahitattal csodalkozom el a
természet ezen tulajdonsagan.

A 2. fejezet elején talalhatd Karolyhazy Frigyes idézet ezek megértése utan értelmez-
hetd. A kvantummechanikdval az ember egy olyan tudomdnyteriiletre tévedhet, melyhez
klasszikus fizikai szemléletiink kevés. A természet elképesztd, ugyanis a mikrovilag miikddé-
se hétkoznapi tapasztalatainktol teljesen eltéré modon zajlik, de ettél még ez az igazsag. A
,.j0zan ész” az az eléitélet-gyiijtemény, amit az ember 18 éves koraig magara szed®’, s emellé
tarsulnak az evolucié ltal belénk égett biologiai képességeink. Am a természet mégis ilyen.
Igy kijelenthetd, hogy a fizikai vildg matematikai eszkozokkel irhato le, tallépve az idegrend-

szer 0sztonos tudasan.

11.3.2 A MATEMATIKA ES FIZIKA KULONBSEGEROL

Evolucioés alapon olyan vilag megismeréséhez és megértéséhez alakultak ki az érzék-
szerveink és agyunk, mely emberi méretskalan és sebességtartomanyban mitkodoképes. Egy
korél az a tapasztalatunk, hogy egy témér, kemény anyag, melyen nem tudunk athatolni. Am
az atomokrodl alkotott ismeretiink azt mondja, hogy a ké nagy része tulajdonképpen légiires
tér. Hiszen ismerjiik a hasonlatot: ha egy stadion az atom, akkor a kozepén szallo légy az
atommag mérete. Ez a kép azt sugallja nekiink: a k6 tulajdonképpen inkdbb semmi, mintsem
anyag. Egy neutrind a kdvet inkéabb latna légiires térnek, mintsem tomor anyagnak?

Természetesen a ko a belsdé kolcsonhatasai révén szamunkra kemény anyagnak tlinik.
Viszont ami szamunkra nagy stirliséget jelent, az a neutrinok vilagdban mit is érhetne? Ez
egyben megmagyardzza, miért nincs értelme a stirliség fogalméanak atomi méretskalan. Ebben
a mérettartomanyban értelmét veszti, hiszen itt stirliségként vagy nullat (légiires teret), vagy
»végtelent” (atommagot) mériink. Ez a fogalom matematikai értelembe vett ,,pontatlansagat”

tiikrozi, és ramutat a matematika és fizika kozotti kiilonbségekre. A siirliség altalanos fogal-

3 (Simonyi 2011:30)
37 Albert Einstein gondolata, mely a modern fizika teljesen mas miikddésére utal, mint amit az ember a hétkdz-

napjaiban megszokott.
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reotzq A d . . - . . .
mat jol ismerjik: p = Al\i/moﬁ = £ % melynek jelentése, hogy mennyi tdmeg jut egy infini-

tezimalisan kis térfogatra. De egzaktul nem tehetem fel, hogy dV — 0 a korabbi példa alapjan.
Mi mégis igy hasznaljuk és tanitjuk, pedig a klasszikus fizika fogalmai nem feltétleniil hasz-
nalhat6ak a mikrovilagban. Fizikusként szamunkra az emberi skaldn az atomi méretek tényle-
gesen nullanak vehetéek, méréberendezéseink igysem mutatnanak ki semmit A ||? valdszi-
nliségstiriiséget viszont az emberi skaldn nehéz alkalmazni. Természetesen a végtelen fogal-
mat is, a nullahoz hasonldéan, masképpen hasznaltam el6bbi allitisomban, ugyanis fizikusként
ennek a fogalomnak is 0j értelmet tulajdonithatunk: a nagyon nagy, illetve kicsi szamokat. S
ezen elhanyagolasok utan talan még jobban atélhetjiik Pascalnak azt az emberr6l tett fontos
megallapitasat, mely igy hangzik:

., Mert mi az ember a természetben? Semmi a végtelenhez képest, minden a semmihez

képes. Valami a semmi és minden kozt, a kozépen... "

Lathattuk, mennyire mas a fizikus szemlélete a vilag megismerésérél. Nem véletlen
mondhatta T. S6s Vera, kivalé matematikusné a kovetkezot, mely jol jelzi, mennyire mas a
matematikai szemlélet:

A megismerés, a megértés, az alkotas érome a tudomanyokban kozés. Az igazsdg
megtaldaldsanak modja kiilonbozo. A matematikaban szigoru logikai kévetkeztetés soran lesz
egy sejtés igazolasabol vagy annak cafolatabol tétel. Itt a szobaban iilve, a kiilvilagtol fiigget-
leniil eldonthetem, igaz vagy sem Ez 6nmagdban is vonzo, hiszen a vilagban annyi minden

bizonytalan.

Vessiik 0ssze a fenti idézeteket Feynman gondolataval, aki igazi fizikusként ezt az elvet val-
lotta:
., Egyiitt tudok élni a kétellyel, bizonytalansaggal és nemtudassal. Sokkal érdekesebb a

nemtuddssal egyiitt élni, mint rossz valaszokkal. "%

De mas kiilonos i1s van benne, mellyel eddig nem taladlkoztunk. A hulldmfiiggvény a
komplex fiiggvények halmazan van értelmezve. Kordbbiakban a komplex szdmok hasznalata

csak segédeszkozként jelent meg a fizikdban. Gondoljunk csak a rezgésekre, ahol bonyolult

3 A siirliség azon alakjat, hogy p = Al\l/moﬁ, kevésbé tartom szemléletesnek, ugyanis ez éppen azt sugallja,

hogy a térfogattal barmennyire megkozelithetem a zérus méretet. Ezért én eldnyben részesitem a i—r\? alakot.
39 (Simonyi 2011:560)

40 (Staar 2002:42)

41 Szabadforditas a Richard Feynman: The Pleasure of Finding Things Out cimii filmb6l.
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addicios képletek helyett a komplex szamokkal vald miveletvégzés joval egyszeriibb. Mily
érdekes, hogy ez a szellemi parbaj nyoman sziiletett szamkor, melynek célja a harmadfoku
egyenletek megoldasa volt, természeti torvény szintjén jelenik meg tobb szaz évvel késobb a
természettudomanyokban. Nem csoda, hogy Wigner szavaival ,, mennyire ,,meghokkenté” a
matematika hatékonysdaga a fizikaban és altalaban a természettudomanyokban.” Ugyanigy
Feynman: ,, teljesen elképeszto, hogy a matematikaval elore meg lehet mondani, mi fog tor-
ténni a vilagban, pedig a matematika olyan szabalyokat kévet, amelyeknek semmi koziik ah-

hoz, ami a valésagban végbemegy ”.*? Heisenberg pedig igy szolt errél:

., Emlékszem, hogy volt egy beszélgetés Niels Bohrral, amikor ¢ kétségbe vonta, hogy
egydltalin fog-e taldlni a jelenségek szamdra adekvalt matematikai leirdst. Ugy érezte, hogy
a természet esetleg annyira irracionalis, hogy egyszeriien semmiféle matematikai leiras kere-
teibe nem szorithaté bele. Igy teljesen meg volt lepve, mikor az deriilt ki, hogy igenis van ma-

tematikai leirds..." *

Eqgy ilyen rejtélyes vilag kutatasanak elengedhetetlen feltétele az alapok Gjratargyalasa
¢s azok mélyebb megértése. Lathatjuk, hogy aki a kvantummechanikaban jartas, az mélyeb-
ben érti a klasszikus fizika alaptéziseit is. Talan érezziik, mennyire elengedhetetlenek az alab-
bi gondolatok egy j6 fizikatanar fejében. Ugy gondolom, mikor egy egyszerii
Newton-egyenletet felirunk, ezeknek a gondolatoknak végig kell futniuk a fejiinkben, és igy
nem pusztan matematikai jeleket irunk fel, hanem tobbezer éves tudast €s tapasztalatot.
Mondhatni ,,lelket” adunk még az egyszer(i feladatnak is.

Nem véletlen fordul eld, hogy egy egyetemi eldadés utan hazafelé a villamoson iilve
az ember csak meredten néz eldre, probalja befogadni ezt a tdmény informaciot, mely ellen

minden sejtiink els6 hallasra tiltakozhat.

%2 (Solt 2017:230)
43 (Simonyi 2011:36)
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