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Toth Abel Lépcsdn pattogo labda

Absztrakt

Ismert probléma, hogy egy labda szogletes 1épcsdn torténd pattogasa dsszetett, de nem kaotikus.
Dolgozatunk targya, egy pontszeri labda kiterjedt, koriv alaku sarokkal rendelkezd Iépcson
lefelé pattogd mozgasa. El6szor matematikai hatteret adunk a folyamatnak, analitikus
képleteket, illetve numerikus eljarast nyujtva, melyekkel rekurzivan meghatarozhaté a labda
mozgasa. A kapott képletekbdl szamitégép segitségével modellezziik a mozgést, és
megvizsgaljuk, a szogletes 1épcsd esetét egy kis méretii sarokkal kiegészitve kapunk-e kdoszra
utalo jeleket. A labda fazisterét kiilonb6zé méretii sugarakra, és kiilonbdzd konstans értékii,
majd valtozo értékii litkdzesi egylitthatokra vizsgaljuk meg, és megmutatjuk, hogy tipikusan
kaotikus mozgés alakul ki.
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1. Bevezetés

Egy osztrak tankonyv [1] kaotikus mozgasra felhozza példanak a lépcsén pattogd labda
mozgésat (0. abra). Ezt az allitasat tényként kozli, alda semmivel sem tdmasztja. Az abra és a
hétkoznapi tapasztalat ugyan sugallja, hogy a néhany Iépcséfokon torténd pattogas
végeredménye nagyon valtozd, kioszrol azonban csak hosszan tart6 mozgasok esetében
beszélhetiink. Ezért van sziikség részletesebb vizsgalatra. A kadosz széleskorben elfogadott
definicidja szerint olyan hosszantart6 mozgéds, mely az alabbi egyszerre jelenlevo
tulajdonsagokkal rendelkezik [4,8]:

(1) nem ismétli magat (kozelitdleg sem),

(i1) nem jelezhetd elbre, vagyis kozeli pontok atlagosan exponencialis tempdban tavolodnak
egymastol, s

(iii) a fazistérbeli abrazolasban kiterjedt, de mégis strukturalt, fraktal szerkezetii ponthalmaz
jellemzi a mozgés mogott meghuzddo kaotikus attraktort.

I 1.8 Wie berechenbar ist die Welt?
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Abb. 18.1: Ein Tischtennisball rollt iber eine Kinderrut- Abb. 18.2: Ein Tischtennisball kollert lber eine Stiege,

sche und plumpst in einen Topf. fallt ,zufallig* auf eine Stiegenkante und springt dabei
weit weg. Der Ball schlagt schlieBlich ,irgendwo" auf
dem Boden auf.

0. dabra: Az [1] tankonyv abraja. Azt mutatia be, hogy mig egy csuszdan lecsusztatott
labda (bal oldali kép) utja kénnyen megjosolhato, a lépcson pattogo labda (jobb
oldali kép) mozgasa kiszamithatatlan.

A tankdnyv tézisének igazsagtartalmat kivantak megvizsgalni néhany éve a [2] cikk szerzdi,
akik megallapitottak, hogy - szogletes 1épcsé esetén - a mozgas ugyan Osszetett, de nem
kaotikus. A kvaziperiodikus mozgas bizonyult altalanosnak. A cikkben kétdimenzios
modellben pontszert, rugalmas labdat vizsgaltak 1-nél kisebb {itkdzési egyiitthatoval. Mi, egy
lekerekitett sark(l 1épcson kivanjuk min€l athatobban megvizsgalni egy pontszeri labda
mozgasat, majd megallapitani, hogy a szorofeliiletként miikodé kerek sarok mennyiben
modositja a helyzetet, és milyen esetekben vezet kaotikus mozgashoz, ha az egyaltalan
eléfordul.

A dolgozat 2.-7. fejezetekben a modellt és az alkalmazott numerikus eljarast irja le, az
eredmények a 8. fejezetben ¢és a fiiggelékben taldlhatok, mig a 9. és 10. fejezetek az
Osszefoglalast €s a kitekintést
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2. Alépcsé

Tekintsiink egy jobbra lejtd, hosszh 1épcsét az alabbi modell alapjan: legyen egy 1épcséfok
egy lekerekitett sarku téglalap, melynek hossza L, magassaga M, és a ,,lekerekités” tigy torténik,
hogy a jobb fels6 sarok helyett egy R sugaru negyedkoriv talalhatod (1. abra). Egy 1épcséfok
vo(x) filiggvénye a lépcséfok tetejének bal oldalarol mint origdbol nézve az alabbi
Osszefliggéssel adhatd meg:

D

L

1. dbra: A lépcsdfok yo(x) alakja (fekete gorbe) M magassdga, és L szélessége alapjan.
A lekerekités egy R sugaru negyedkoriv alakjat irja le.
0, hax<L—R,
Yo =\ BT L —R+x7—R hax>L—R, (1)

ahol R < L. Ez természetesen Kiterjeszthetd, és az origobol megadhato a teljes 1épcso:

—NM, halLN<x<L(N+1)—-R,
~NM +R2—(L—R+x)2—R, haL(N+1)—R<x<L(N+1), (2)

Yo(x) = {

minden N > 0 egész szamra (2. abra). Az egyszeriiség kedvéért tekinthetjiik mindig az origot
a legfels6 lépcsdfok kezddpontjanak, hiszen Ugysem lesz sziikségiink az origod feletti
l1épcsdfokokra.
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Ol yo(z) . i

M R

2. abra: A teljes lépcsd yo(x) alakja. Az origo a felsé lépcesdfok kezdbpontja.

3. Alabda mozgasa

Tegyiink egy pontszeriinek tekinthetd labdat a legfelsd lépcséfokra, az (xq; yo(xo)
koordinataju pontra, ahol x,<L, s adjunk neki uy>0 vizszintes iranyt és v,>0 fiiggbleges
iranyu sebességet. A homogén gravitacios térben a labda egy parabola palyat fog leirni, majd
leérkezik egy 1épcs6fokra (3. abra). Ez a 1épcsé N 1épeséfokkal van lejjebb, mint az, ahonnan
indult. (Ha ez ugyanaz lenne, mint ahonnan elindult, akkor N, = 0).

A 1épcsorol visszapattanva a tokéletesen rugalmas iitkozéshez képest a k <1 és j <1
fliggbleges, illetve vizszintes litkozési egyiitthatdo kovetkeztében a feliiletre merdleges iranyu
komponense k-szorosara valtozik, a feliilettel parhuzamos komponense j < 1 - szeresére
csokkenti. A labda mozgasat célszerli tigy kovetnilink, hogy mindig az iitk6zeés pillanatdban
tekintiink ra, a sebességeket kozvetleniil az iitkdzés utan rogzitjiik. Erdemes az Gj origot annak
a 1épcsofoknak a kezdépontjara helyezni, ahol az n. iitkozés torténik. Igy a labda koordinatai
(%5 vo(x)), a fliggbleges és vizszintes iranyu sebessége vn €s un. Nevezziik az egyszerliség
kedvéért yo(x,) -t y,-nek, igy altalanosan a labdat jellemz6 adatok az n. iitk6zésben: x,,, y,,
Uy és v,. Célszerl a t,, idovaltozot is meghatdrozni, amely az n. és n+1. lepattanas kozott eltelt
id6t mutatja. gy két valtozo van, amely a labda n. és n+1. lepattanasa kozotti szakaszt jellemzi,
tn €s N,,.
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4, A mozgas kovetése

A) Altalanos gondolatok

Célunk, hogy kapcsolatot talaljunk az n. és az n+1. iitk6zés adatai kozott. Vezessiink be
ideiglenesen egy folytonos t valtozot is, mely az n. pattanas ota eltelt id6t jelenti. A mddszer,
amellyel meghatarozzuk a kovetkezo lepattanas helyét, ezen az idévaltozon alapszik. Ennek a
t valtozonak a fliggvényében megadjuk az n. {itkdzés utan 1étrejovo ferde hajitas soran a labda
x(t) és y(t) koordinatajat, és a 1épcs6 labdaval megegyez6 x(t) helyen1évé y,(t) magassagat.
Az n+1. litkdzés akkor torténik meg, amikor elészor egyezik meg y(t) és yo(t). A repiilés t,,
idejét tigy kapjuk meg, hogy képezziik a Ay(t) = y(t) — yo(t) mennyiséget, mely eleinte
pozitiv, majd, amikor el6szor eldjelet valt, az a t,, id6, amelyre Ay(t,, ) = 0. A pattanasok
kozott eltelt t,, 1d6 segitségével kiszamolhatjuk a labda x,, 44 és y,,+1 helyadatait is. Ezek azt is
meghatarozzak, hogy hany 1épcsd felett repiilt at a labda, vagyis az N,, érték. Innen viszont a
1épcsd sarkara és lapjara pattands esetében eltérd modszerrel kell meghatarozni a lepattanas
utani u,,q és v, sebességkomponenseket. gy végiil n. iitkozés adataibol indulva megkapjuk
az n+1. iitkdzés adatait. A mozgast az

(Xn, Yo Uy V) = (Xns1 Yt Unt1s Vns1)

leképezés alapjan kovetjik. A mozgas folyamatara tn €s Nn jellemzd, melyek a leképezés
szempontjabol fontos segédmennyiségek.

A U J'TVU = ]_

€T T

Y

Yo()

2 -

3. abra: A labda palyajanak alakja és jellemzo adatai; az n. pattands vizszintes és fiiggoleges
helye x,, és y,, a kozvetleniil pattanas utani fiiggdleges, illetve vizszintes sebessége u,, és
Uy, az n. és n+1. pattands kozott atugrott lépcsok szama N, .

6
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B) tn, Nn és az uj helykoordinatak szamolasa
Az n. iitk6zés utan az origotol mért vizszintes tavolsaga:
x(t) = x, + uyt. 3)

A labda fiiggdleges elmozdulésa az n. pattanas ota:

9
y(t) =Yn T Upt — Etzl (4)

ahol g a gravitacios gyorsulas

A lépcsé y,o(t) fiiggvényét tgy kapjuk, hogy az y,(x) fuggbéleges koordinatat az x = x,, +
u,t helyen vessziik, azaz y,(t) = y, (x(t)), ami (3) alapjan:
—NM, haLN < x, +upt <L(N+1)—R,
—NM —R+R2— (L — xp — unyt)?, haL(N+1)—R < x,+u,t<L(N+1).

yolt) = { ©)

Itt N az a mennyiség, amely azt mutatja meg, hogy t id6 alatt mennyi 1épcso felett repiilt at a
labda. A mozgas elején, t = 0-ban az értéke 0, majd minden egyes alkalommal, amikor @
egész része nd, N is vele novekszik. Végiil t = t,, id6pillanatban, vagyis az n+1. pattanas
pillanatdban N = N,,.
yo(t) értéke t = 0-ra megegyezik y,,-nel, ugyanis ekkor N = 0 és (1) alapjan:
0, hax, <L-—R,
y”={\/R2—(L—R+xn)2—R, hax, > L —R. (6)

Az n. és ntl. pattanas kozott eltelt t,, 1d6 az a legkisebb pozitiv id6érték, amelye:

y(tn) = yO(tn) (7)

Ezt az egyenletet altaldban csak numerikusan tudjuk megoldani. t,, ismeretében az n+1.
iitk6z¢s koordinatai (az eredeti koordinatarendszerben):

Tt ®)

Xn+1 = Xp + Uply, Yn+1 = Yn + Uply — 2

Az atugrott 1épcsdk N,, szdmat meghatarozhatjuk abbdl, hogy az y, ., hany M 1épcséfok
magassaggal van az origd alatt. Ez az az N érték, amely t = t,-re az (5) Osszefiiggésben
érvényes. Ugy is gondolhatunk ra, hogy x,,,, hany L 1épcs6fok hosszal van az origotol jobbra,

x s .
”L“ egész részét vessziik:

N, = [ ©)

igy x,41 ismeretében N,, megkaphato6 gy is, hogy

Ezutan atvaltunk az 0j koordinatarendszerbe, melynek kdzéppontja annak a 1épcséfoknak a
bal fels6 pontja, ahové a labda érkezett. Ebben a koordinatarendszerben mérjik x,, .1 €s YV, 41-
et, amit a (7) értékekbdl az alabbi transzformacioval hatarozhatunk meg:

Xn+1 ™ Xpt+1 — LNnr Vn+1 = Vn+1 — MNn (10)



Toth Abel Lépcsdn pattogo labda

C) Az 1j indulasi sebességek szamolasa

Az eltelt id6 ismeretében a kozvetleniil lepattanas el6tti sebességkomponensek:

!

!
Up = Uy, Up = Vp — gty

Ezekbdl u,, 41 és v,41 szamolasa attol fliggden mas, hogy a labda gorbiilt feliiletre, vagy lapra
pattan-e, igy a két esetet kiilon kell tekinteni.

Ha a labda egy 1épcsofok lapjara pattan, vagyis x,,1 < L — R, akkor az {itkdzési tényezok
alapjan egyszerlien:

Upse1 = JU Vpe1 = —kvy,'. (11)

Nézziik ezutan a sarokra pattanas esetét, amikoris x,,; > L — R. A geometriai elrendezést
a 4. abra mutatja.

B
@ >
X
U COSOy, 41

Yn+1

’o. WUy, ST,
v, SIN0G 5 oA 1

\

\
- /
N\ 1,,C080 4]

4. abra: A geometriai elrendezés, a becsapodas elotti vizszintes és fiiggoleges
sebességkomponensek felbontdsa sugdriranyvra és tangencidlisra. Az abran vy,' irdnyat
mutatjuk, de mivel folfelé vessziik pozitivnak, ezért nagysaga negativ.

Legyen a leérkez6 labda az A ponton, legyen O’ a sarkot jelenté negyedkoriv kozéppontja,
a koriv felso és als6 végpontjai rendre B és C. Az AOC szdg a,,,, az alabbi modon
szdmolhat6: (12)

xn+1 - L+R>

Upyq = arccos( R

Ahhoz, hogy a strlddasi, és iitkdzési tényezoket megfelelden hasznaljuk, a lepattands el6tti
u,’ vizszintesen iranyt és v, fliggbéleges irany sebességkomponensek helyett a v,.’
sugarirany(, és a v, tangencialis komponenseket kell hasznalni. A pozitiv iranyt felfelé és
jobbra vessziik fel, igy u,’ pozitiv, v,’ negativ értékli. A komponensekre bontds utan a
sugariranyu sebesség akkor pozitiv, ha az origobol kifelé mutat, tangencialis pedig akkor, ha
dramutato jarasaval megegyez6. A pattanas akkor torténik meg, ha v,’ negativ, a labda mozgasi
irAnyabol kovetkezéen v;" mindig pozitiv. A komponensre bontas elvégzése a 4. abra alapjan:

v, = vy'sin(ans1) + un'cos(anyq), vy’ = —vp'cos(any1) + Up'sin(@n41)-

Ezekbdl k és j hasznélataval megkaphato a lepattands utani sugar, illetve érintd irdnyu sebesség:
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xy

VST, 4

A

v,

: U, COSOY 4
- i e e
UVpSINQY, 4

Yn+

'
|
)
1
! -
Y
n

ViCOSOY 4

Ty

5. dbra: A becsapodas utani sugariranyu és tangencidalis sebességkomponensek
visszaalakitasa vizszintesre és fiiggolegesre

! . !/
v = —kv,’, Ve = jug.

Ezeket a sebességeket az 5. abra alapjan visszaalakithatjuk vizszintes és fiiggbleges iranyura,
megkapva u, ;1 €s v, értékeit:

Un+1 = Vrc0S(aniq) + Vesin(anyq),

Unt1 = UpSin(@n41) — veC0s(api1).-

v, és v, értékeket behelyettesitve:

Unt1 = (_kvn’Sin(an+1)C05(an+1) — kuy,’ COSZ(an+1))

+ (jun,Sinz (an+1) - jUnISin(an+1)COS(an+1))f (13)

Unt1 = (_kvn’Sinz (an+1) — kunISin(an+1)COS(an+1))

+ (jUn’COSZ(CZTH_l) - junISin(an+1)COS(an+1))-

sin(2an41)

U, és vy’ szerint csoportositva, és sin(@,4+1)cos(@,41) = azonossagot felhasznalva:

Un+1 = un’(jSinz (ns1) — kcosz(an+1)) — vy

k+j

.
. L sin(2aps1),

Vnp1 = —Up/ sin(2apyq) + Un’(jCOSZ(an+1) - kSinz(an+1))-

Itt fontos emlékezni, hogy a képletekben v,," értéke negativ, igy konnyen lathato, hogy ;1
mindig pozitiv lesz.

5. Dimenziotlan alak

A fent megadott képletek atirhatok egyszeriibb alakba is, mely kevesebb valtozotol fiiggenek,
példaul a 1épcsd hossza és magassaga helyett csak az m = M /L meredekségét6l. Ehhez L-lel
leosztjuk az Osszes hosszisag dimenzidju egyenletiinket, és az igy kapott L-lel osztott
hosszparamétereket ujradefinialjuk, mint az L 1épcs6fok-hossz egységében mért dimenzidtlan
tavolsag. Igy a 1épcsé magassaga m = M /L , a negyedkoriv sugara r = R/L és x,, és y, is L
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egységében van mérve. Hasonloképpen érdemes sebességegységet is megadni, ehhez wu,-t
valasztjuk, hiszen igy eggyel kevesebb kezddértéke van a labdanak. A fent targyalt eljarasnak
megfeleléen most leosztjuk uy-lal a sebesség dimenzidju egyenleteket, vagyis u,, és v, €s a
részeredményként kapott v,’, v, stb értékek mind u, egységében vannak mérve. Ezekbdl az is
kovetkezik, hogy az id6 mértékegysége t, = L/uy. Eddig még nem beszéltink g-rél, amely
szintén egy fontos paraméter. Mivel wuy%/L gyorsulds mértékegységli, a g-nek megfeleld
dimenziétlan mennyiség H = gL/uy®>. Ez wuy-t is tartalmazza, tehat a vizszintes
kezddsebességet is jellemzd paraméter. A szemléletes jelentése az, hogy az r = 0 esetben a

legfelsé 1épcséfok sarkabol elindulva a kovetkez6 1épcséfok hosszanak / 2m/H-szorosanal
pattan le. Ezt az alabbi modon lathatjuk be, a dimenzids irasmoddal kezdve: a 1épcséfok M

magassagbol a labda t = \/2M /g id6 alatt esik le, ami alatt u, sebességgel /2Muy%/g

vizszintes utat tesz meg. Ez a 1épcséfok L hosszdnak \/ 2Muy?/(gl?) = \/ 2m/H-szorosa. A
késobb hasznalt m = 0.5, H = 4 értékekkel a labda pl. a kovetkezo 1€pcséfok kdozepénél pattan
le, ez a valasztas, tehat viszonylag kis vizszintes kezddsebességnek felel meg.

Az egész mozgast a

k, J, m=

) r=-=,

M R gL
— H=2
L L Ug?

paraméterek jellemzik. A 1épcsé alakjat dimenzidtlan formdban is a 2. dbra adja meg, csak a
Iépcséfokok hossza 1, magassaguk m, a gorbiilet sugara r. A (4) kifejezés megfelelje

ply(t) =y, + v,t, — %tnz, ahol y,, < r. A 6. fejezetben bemutatott numerikus szimulacio

is ebben a dimenziotlan jelolésben kéri, illetve adja meg az értékeket.

6. Analitikus 0sszefiiggések két iitkozés kozt

Ha a labda két 1épcséfok vizszintes lapja kozott pattan, akkor egzakt, analitikus 6sszefiiggések
is felirhatok, s a mozgas ezek alapjan kovethetd, ahogy [2]-ben megmutattak. A lenti
szamolasok elvégzése akkor is segit, ha a labda gorbiiletre esik, hiszen, ahogy latni fogjuk,
annyival kisebb szakaszon kell majd numerikus szamolast végezni.

Tekintsiink a vizsgalando 1€pcsd helyett egy olyat, amely ahhoz mindenben hasonlit, de az
alatt a 1épcséfok alatt, melyen az n. pattanas torténik, semelyik 1épcséfoknak sincs lekerekitve
a sarka, vagyis ott » = 0, azaz nem tud gorbiiletre pattanni a labda. Ekkor y,(x) az alabbi
dimenzidtlan formara egyszeriisodik:

Yo(x) = —mN, ha N <x <N+ 1. (14)

Ezt minden N>1 egész szamra felirjuk, hiszen a 0. 1épcséfokon kiviil (amelyikr6l indul)
mindegyik lépcsdéfok szogletes.

A szamolids megkonnyitésének érekében tegyiik fel, hogy ismerjiik N, értékét, ami azt
mondja meg, hogy hany szogletes 1épcséfokon repiil at a labda az n. pattanas utan, és végezziik
el ennek alapjan a fenti szamitasokat.

10
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Hatarozzuk meg a két litkdzés kozott eltelt dimenzidtlan 1d6t:

H _ _
Vn + Uty — Etnz = —mN,,. (15)

Itt £,, a szogletes lejtéhoz tartozo repiilési idé. Az y,, mennyiség lehet 0, vagy egy tetszbleges
r-nél kisebb abszolut értékii negativ szam is lehet. Ha ez igy van, az azt jelenti, hogy az n.
pattanas a lekerekitett részre esik. Az egyenlet pozitiv megoldasa:

_ Va2 + 2H(mN,, + y,) + v, (16)
= :
H

ebbdl a becsapodas eldtti fliggdleges és vizszintes sebesség a szogletes 1épcson:

!

n, =v, — Ht, = —\/vnz + 2H(mN,, + y,), U, =u, (17)

Az u, vizszintes sebességrol eddig nem esett szo ebben a fejezetben, de a kordbbi
megallapitasok ugyanigy érvényesek itt is, nevezetesen, hogy két pattanas kozott az értéke
sosem valtozik.

Az eltelt id6 ismeretében a (3) egyenletbdl szamolhato az x koordinata:

_ u —
Xp41 = Xp FUpty = x, + F"(\/vnz + 2H(mN,, + y,,) + vn>, (18)

ahol x,, 1 az n+1. litkdzés koordinataja a szogletes 1épcson.

A dimenziétlanitott (9) alapjan N,, megkaphat6, mert:

N, = lxn + %(\/Vnz + ZH(mNn + ) + vn)l' (19)

Az egyenletnek nincsen explicit megoldasa, de mivel tudjuk, hogy N,, egész, ezért kiértékeljiik
(18)-at N,, = 1, 2, 3 stb egész szamokra, hogy azonossagot kapunk-e. A legkisebb szam, amely
kielégiti az egyenletet, lesz N,, megoldas.

Az 1j koordinatarendszerbe atlépéshez a (18)-bol szamolt értékre elvégezziik a (10)-nek
megfeleld transzformaciot, ami az

u —
Xpy1 = Xp + ﬁ(\/vnz + 2H(mN, + y,,) + vn> - N, (20)

dimenziotlan alakra vezet. Most mar tudjuk, hogy hol pattanna le a labda egy nem lekerekitett
1épcson. A lekerekitett 1€pcso esetén kapott X, nem feltétleniil egyezik meg a lekerekitetlen
1épcsOn érvényes x,,1-gyel, ezt mutatja a 6. abra.

Ha az adodik, hogy a (20)-ban szamolt X, ., < 1 —r, akkor X,,, a tényleges lepattanas
helye: x,.1 = Xp41 (és t,, = &, N, = N,)). x,,1-re tehat egy zart képletet kapunk, amely az n.
lepattanas adataibol megadja az n+1. pattanas adatait. Egyben y,,; = 0, hiszen lapra pattant a
labda. A (16)-bol kifejezett lepattanas elotti sebességeket behelyettesitve (11)-be megkapjuk az
n+1. sebességeket is:

(21)

11
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6. dbra: X, .1 €s Xpyq1 nem feltétleniil egyezik meg, X,.q4 > 1—1 esetén Xp1q1 < Xpi1

Un+1 = k\/vnz + ZH(mNn + yn), Upyr = JUp

Ha (18)-ban szamolt x,,; > 1 — r, akkor nem tudunk zart, analitikus képleteket adni, igy
numerikus modszerrel hatarozzuk meg a labda lepattanas utani adatait.

7. Numerikus algoritmus

Az analitikus Osszefiigések segithetnek, de nem tudnak minden esetben megoldast nytjtani.
Ha a labda gorbiiletre pattan, akkor mindenképpen kell numerikus szamolast végezni. A labda
palydjanak és Iépcso alakjanak viszonyatol fliggden harom esetet kiilonitiink el: ha a labda azon
a lépcséfokon pattan le, amelyikre az 6. fejezetben meghatarozott X,,,, keriil, ha a labda egy
masik 1épcséfokon pattan le, mint amelyikre meghataroztuk x,, ., értékét, illetve, ha a labda egy
1épcsdfokrol ugyanannak a 1épcséfoknak a gorbiiletére pattan. Az elsdé két esetben igy is
segitenek az analitikus Osszefliggések, hiszen nekik kdszonhetdéen révidebb szakaszon kell
numerikus szamolast végezni, csak az elképzelt, szogletes 1€pcsd lapjai és a valodi gorbiilt
feliiletek kozott. A harmadik esetben viszont a kovetkezd lepattands adatai meghatarozéasara
teljes mértékben numerikus szamolasra kell hagyatkoznunk.

A) A labda ugyanazon a lépcséfokon pattan elészor, ahol szogletes 1épceso esetén

Ez az eset akkor 4llhat fent, ha miutan elvégeztiik az analitikus szadmolast, és mar attértiink
az 0j koordinatarendszerbe (hiszen X,,,,-re vonatkozoan (20)-ban mar elvégeztiikk az ehhez
sziikséges, (10)-nek megfeleld transzformaciot, y,, ., értéke pedig az 0j koordinatarendszerben
definiciod szerint 0), azt kaptuk, hogy x,,; > 1 — r. A labda palyajat, tehat az (x,,,4, 0) helytél
azZ (Xp41, Yne1) helyig kell vizsgalnunk. Azt az esetet nézziik, ahol mindekdzben a labda nem
pattant at egy masik 1épcsére, vagyis a vizsgalt szakaszon N = 0. Ekkor X,,,; és x,,,, viszonyat
a 7. abra mutatja.

Vizsgaljuk a labda Iépcsé feletti magassagat egy adott idépillanatban, mégpedig ugy hogy a
(7)-ben szamolt (x,41,0) helyen érvényes sebességeket tekintjilk kezdésebességeknek, és
ezekbdl képezziik a Ay(t) = y(t) — y,(t) mennyiséget, ahol t az (X,41, 0) helyzetbdl vald
elindulasa o6ta eltelt idot jeloli.

x(t) a megfelel6 mennyiségek behelyettesitésével, (3) alapjan: 22)

12
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7. abra: X, és Xp4q koordinatdk viszonya, ha a labda az x,, ;. -hez tartozo lépcséfokra pattan
le. A fekete szinnel jeloltiik a lépcsé gorbiiletét, sziirkével a képzeletben kiegészitett szogletes
lépcsofokot.

x(t) = Xpypq + upt.

Az y(t) koordinata, (4) alapjan, a v sebesség helyére a (17)-ben szadmolt v, értéket
helyettesitve, az y,,1 = 0 szinttél mérve:

H
y(t) = ,'t — 5 t2. (23)

Mivel 1 —r < X,41 < 1, és az (5)-ben szerepl6 N értéke definicid szerint 0:

Yo(t) = =1 + 312 = (1 =7 + Xpyq + Unt)?. (24)

Ebbol a Ay(t) fiiggvény:

H
Ay(t) = ﬁn’t—itz 7 =12 = (1 =7 + Xppq + Upt)?. (25)

Ennek a fliggvénynek az értéke addig pozitiv, amig a labda a Iépcsé felett van, és amikor eldjelet
valt, akkor torténik a visszapattanas.

Az algoritmus ennek a fliggvénynek az értékét képezi a t = 0, dt, 2dt stb. pillanatokban,
ahol dt egy kis id61épés. Az utolso beviteli értéket, amire még pozitiv a fliggvény értéke,
nevezzilk T-nek. Ha elegendden kicsinek valasztjuk meg dt értékét, akkor x(T) = xp4q és
Y(T) = yoe1, Vvagyis (22) és (23) jo kozelitéssel megadjak a kovetkezd pattanas
helykoordinatait.

Ha megtalaltuk a labda x,,, 1 és y,,+1 koordinatait, akkor el6szor a becsapodasi sebességeket
szamoljuk ki. Tudva, hogy az (X,,1,0) helyen a sebességkomponensek a (18) szerint

szamolhato U,’ és U," értékek, illetve, hogy azota T id6 telt el, a becsapddasi sebességek:
v, =v, —HT, u, =4, =u,

lesznek. Ezeket az értékeket (14)-be helyettesitve (mely ugyanilyen alaka a dimenziotlan
irasmodban is) megkapjuk a visszapattanas utani v, €s u, 41 sebességértékeket.

B) A labda masik lépcséfokon pattan le, mint szogletes 1épcsé esetén

Eléfordulhat, hogy (19) ad egy N,,-t, ahol lepattanna szdgletes 1épcsé esetén, de a labda
éppen elrepiilne a lekerekitett rész felett. Egy ilyen esetet mutat a 8. &bra. Ezt ugy

13
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kiiszobolhetjiik ki, hogy eldszor attériink az 0j koordinatarendszerbe, (mely a kiszamolt X,, 4
értékhez tartozik,) aztan a numerikus algoritmussal, amely a (25)-ben szamolt Ay(t) érték
elojelét vizsgalja kiilonb6z6 t id6pillanatokra, ugyanarra az idpillanatokra a (22)-ben szamolt
x(t) értékét is ellendrizziik, és ha ez az érték meghaladja az egyet, akkor N,, értékét eggyel
noveljiik, hiszen még egy 1épcsdfok felett atrepiilt. A novelt érték szinte mindig mar a valodi
N,,, de ha kell, a (19) egyenletbe tovabb helyettesitjiik az N,, értékeket, amig meg nem talaljuk
a megoldast (ez csak nagyon ritkan szlikséges). Innen a leirtak szerint folytatjuk a szamolast,
az Gjonnan kapott N, értékkel elvégezziik a (22)-(25) szamolasokat, majd az 0j %, értékének
megfelelden az el6z0 fejezet vége, vagy a jelenlegi fejezet tartalma szerint megkaphatjuk x,, 441
koordinatat is.

O -rnl

o
\{1',” X

TS|

—m

-2m

8. dabra: Eldfordulhat, hogy X,,, meghatarozdasa nem azon a lépcséfokon torténik, ahol a
labda ténylegesen leesik.

C) A labda lépcsifok atugrasa nélkiil gorbiiletre pattan

Mivel az analitikus Osszefiiggések fejezetben a (14) egyenletben szerepld N-t 1-nél
nagyobbnak definialtuk, nem néztiikk meg azt az esetet, amikor a labda arra a 1épcséfokra pattan,

ahonnan indult. (Ha a 1épcsé lapos részérdl indulva teszi ezt, akkor felirhatjuk (14)-(20)
osszefiiggéseket N,, = 0 esetben is, ilyenkor a B) és C) részekhez hasonloan segitségiinkre lesz
az analitikus szamolas, majd a B)-ben targyalt moédon numerikusan meghatarozhatok a
kovetkezo lepattanas adatai.)

Ha a labda gorbiilt feliiletrdl indul és 1épcséfok atugrasa nélkiil ugyanarra a gorbiiletre pattan
(9. abra), akkor a pattanas egészében a numerikus szamolasra kell hagyatkoznunk. Itt a labda
mar az n. lepattanashoz tartozé koordinatarendszerben van, tehat az (x,, y,,) helyrél indult u,,
és v, sebességgel, és természetesen az N, = 0 esetet vizsgaljuk. Ennek megfeleléen Kicsit
modositani kell a (22)-(25) osszefliggéseket.

A palya x(t) koordinataja az x,,, u,, kezdeti adatokkal:
x(t) = x, + upt.

Az y(t) koordinata meghatarozasanal figyelembe kell venniink, hogy a labda y;,, helyr6l indult,
illetve, hogy v, volt a kezdGsebessége:

(26)
14
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1—1r Tn /\ Lpt1 1

Yn

| |

Yn+1

H’y

9. abra: Lehetséges, hogy a labda egy gorbiiletrol indulva ugyanarra a gorbiiletre érkezik
vissza. llyenkor nem kaphatunk X, -et, és pusztan numerikus modszerekkel jellemezziik a
pattandst.

H
y(t) =y, + vt — Etz'

Vo (t) szamolasanal ujra csak a korabbi X, értéket kell az itteni x,, kezdéértékre cserélni:

yo(t) = —r+\/r2 — (1 =7+ x, +uyt) (28)

Visszahelyettesitve a t = 0 esetet, lathato, hogy y,(0)-ra (6)-nak megfelel6 alakot kapunk,
visszakapva y;,-t.

Ezekbol a modosult Ay(t) fiiggvény:

H
Ay(t) =y, + 0t — ?tz +1r =12 = (1 =71+ x, + uyt)2. (29)

Ilyenkor tehat a numerikus algoritmust a (29) fliggvényre kell elvégezniink, amelyre az
ugyanugy milkodik, mint a B)-ben targyalt esetre.

D) A numerikus algoritmus pontositasa

A modszert a B)-ben targyalt esetre mutatjuk be. Minél kisebbnek valasztjuk dt-t, annal
pontosabb a kozelités, viszont ezzel megnd a szamitasigény. Ahhoz, hogy a gép gyorsan és
pontosan végezze el a szamolast, menet kozben valtoztathatjuk dt értékét, és az egyre kisebb
dt idolépéseknek megfeleloen egyre pontosabb T értéket kapunk. Nevezzikk az elészor
valasztott dt értéket dt;-nek, és az ezzel kapott T értéket T, -nek. Miutan megtalaltuk T; értékét,
az elsére megvalasztott dt, segitségével, akkor csokkentsiik dt; értékét a tized részére,
megkapva ezzel dt,-t, és vizsgaljuk meg a fliggvényt a t = T;,T; + dt,, T; + 2dt, stb
pillanatokban, amig meg nem talaljuk az igy képzett legnagyobb t értéket, amelyre Ay(t) még
pozitiv, ez legyen T,. (T;-nél kisebb id6pillanatokat felesleges megvizsgalni, hiszen tudjuk,
hogy T; pillanatban Ay(t) még pozitiv.) Ezutan Gjra csokkenthetjiik dt értékét, dt,-r6l annak
tizedére, dts-ra és igy tovabb. Igy kelléen kevés idd alatt megfeleléen pontos a numerikus
szamolas, az igy kapott T, értékre mondhatjuk, hogy x(T,,) = xp41 €8 V(Ty) = Yns1- A
szimulacionkban dt; értékét a dimenziotlan idéegység egy ezerotdd részének valasztjuk
(néhany lépcséfok nagysdgu pattanas altaldban egy nagysagrendii dimenziotlan id6t vesz
igénybe), és n=11-ig folytatjuk az algoritmust, igy numerikus pontossagunk 10~1*
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nagysarendd. Erre a nagy pontossagra azért van sziikség, mert a gorbiilet szoro tiikorként
mikdodik, kaotikus viselkedést okoz, s kaoszban a hibak felezédnek [3,4].

L1

T T

=T

T+ dt,

T+ 2dts

=T| + 3dts

t =T +ddty = Ty
f= T| + r)(ﬁg

t = 2(].?‘1

10. abra: A finomodo algoritmus szemléltetése a numerikus szakaszon n = 2-ig, a lépcso
gorbiiletére ranagyitva. Eldszor balrdl jobbra a kék pontokat kovetjiik, majd sorban a
pirosakat. Az algoritmus meghatarozza a labda lepattandsanak x,, .1 helyét.

Az algoritmus jobb megértése érdekében gondoljuk el, hogy kiilonb6zé idépontokban
meghatarozzuk a labda helyét, és megprobaljuk kitalalni, hogy melyik pillanatban lesz éppen
ott, ahol iitk6zik. El6sz6r megnézziik t = 0-ra, (ekkor a B)-ben és C)-ben targyalt esetben X, 1
helyen, mig a D)-ben targyalt esetben x,, helyen van,) majd dt; id6k6zonként. Ha dt,; nagy,
akkor néhany 1épés utan (a 9. abran két 1épés utan) jutunk az iitkdzési ponton talra. Ekkor
visszatériink az eggyel korabbi iddpillanatra, amit T;-nek hivunk, és onnan szdmolunk tovabb,
az eredeti dt; helyett, egy finomabb, dt, id6kozt hasznalva. Ezt is addig adjuk hozza az eltelt
1d6hoz, amig egyszer csak atlépiink az {itkozési ponton, és eldjelet valt Ay, és megint
visszatériink az eggyel korabbi, T,-nek nevezett idépillanthoz, és ujra finomitunk dt-n. Az
algoritmus a kivant pontossag eléréséig folytatodik, az utoljara vizsgalt hely, amely a T,
idopillanathoz tartozik, a labda lepattanasanak x,,,, koordinataja, mig az y,,; koordinatat az
y(T,,) fuiggvényérték adja meg. Ezt a gondolatot szemlélteti a 10. abra.

E) A szimulacionk nyelve és kornyezete

Szimulacionk Java nyelven irddott, egy processing nevii kdrnyezetben [5]. Azért esett erre
a valasztasunk, mert ez egy felhasznalobarat szoftver, mely a grafikus dbrazolast nagyban
megkonnyiti.

Felhasznalobarat volta mar a mikodésén meglatszik. Az ebben a kornyezetben irt
programok alapja egy draw() nevli fiiggvény, mely automatikusan meghivodik minden
frameben (ez altalaban masodpercenként hatvanat jelent, de természetesen allithato), igy
lehetévé téve ismétlddd, egymashoz hasonlé szamolasok gyors, egymas utani elvégzését (a mi
esetiinkben a labda n. adataib6l az n+1. adatainak kiszdmolasat) tigy, hogy mindekdzben output
kiadasara (példaul a labda palyajanak rajzolasa, vagy egy fiiggvény pontjainak kijeldlése) és
input befogadasara (példaul kattintas érzékelése) is képes. Ehhez mas kornyezetben kiilon
fliggvények megirdsa lenne sziikséges, rdadasul arra figyelve, hogy ezek a fliggvények
egyszerre fussanak, de mégse zavarjdk egymast. A processing ezt automatikusan kezeli.
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A feliilet masik eldnye a grafikai abrazolasokban rejlik. Szamtalan beépitett fliiggvény segiti
az esztétikus kirajzolast, és egyszeriien elérhetd még a 3D abrazolés is (bar ez nekiink most nem
szlikséges). A szakaszok, korivek, pontok, hdromszogek, ellipszisek ¢s még sok mas alakzat
kirajzolasara megtalalhatd beépitett fiiggvény, €s a vonalak vastagsaga, szine, az alakzatok
kitoltése, illetve a betiik szine, mérete és betiitipusa is egyszeriien allithato, s ezek
kovetkeztében kitlind valasztas szimulacidk irasara €s prezentalasara is.

A mutatott képek felbontasa valtozo, de mindegyiknek legalabb 640*390 pixeles. A kés6bbi
fazistereken x pontossaga harom tizedesjegyig, v pontossaga 2 tizedesjegyig terjed. A
szimulacidban double tipusu valtozokat (64 bit) és egy Jasmine nevii szamolast sebességét
gyorsitd konyvtarat hasznaltunk [6], ami azért is sziikséges volt, mert a Processing egy nagy
hatranya, hogy double tipust valtozokkal csak alapmiiveleteket tud végezni. A szamabrazolas
pontossaga mindent sszevetve a numerikus szamolas 107 1* -es pontossagaval egyezik meg.
A szimulacionkrol és felhaszndloi feliiletérdl részletesen a 3. fliggelékben irunk.

8. Eredmények
A) A gorbiilet hatasa

r = 0 hataresetben [2] cikk szerint elég nagy k értékekre a labda el6bb-utobb egy allanddsult
mozgast végez lefelé. Ez k-tol fiiggéen lehet periodikus és kvaziperiodikus is. Eldszor a
periodikus, majd a kvaziperiodikus esetet vizsgaljuk. Ahhoz, hogy a lehetd legjobban
bemutathassuk a kontrasztot a szogletes, ¢s a gorbiilettel rendelkezd 1épcsé kozott, a
lehetdségek szerint a tobbi adatot a [2]-ben vizsgalt eseteknek megfelelden vessziik fel, éppen
ezért eldszor mindent a j = 1 esetben vizsgalunk, a tobbi standard érték: H = 4 és m = 0.5 és
Vo = 3, ha nem irunk mast, ezek az érvényesek.

Mivel nem feltétleniil pattan gorbiiletre a labda, €s igy nem feltétleniil lesz hatasa a gorbiilet
jelenlétének, ezért sokszor mégis meg kell valtoztatnunk valamit. Mivel x, értéke a cikk
eredményei szerint a szogletes 1épcsdnél nem befolyasolja a hosszl idejii mozgas jellegét, ezért
erre esett a valasztasunk.

I) Periodikus pattogas

11. dbra: A labda pattogdsa a szégletes lépcson (r =0,) k =0.6, j =1 iitkozési egyiitthatokkal
H =4 és m =0.5-re x, =0.7 és vy =3 kezdofeltételekkel (aranyszinii vonal). Az also
lépcsdsoron a labda palyajanak folytatasa lathato. A piros vonal a labda allandosult mozgasat
mutatja. Amint lathato a 6. pattands utan mar nem kiilonitheto el a két vonal, vagyis bedll az
adllandosult mozgas.
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r = 0-ra kiilonbozo, diszkrét k értékekre fordulhat csak eld teljesen periodikus pattogas, mi
ezek koziil a legegyszeriibbet, a mindig egy Iépcséfokot atugro mozgast nézzik, mely k = 0,6
esetén fordul eld, ekkor viszont a kezddértékektol fiiggetleniil. Nézziikk meg eldszor ebben az
esetben a labda mozgasat, ezt mutatja a 11. abra.

A periodikus mozgas néhany pattanas utan bedll, ekkor a v,, sebesség, €és a lepattanas x,,
helye is dallandosul, ezt mutatjdk 12. abrdn az egyes lepattanasokhoz tartozo
sebességkomponensek, illetve a mozgas fazisterét mutatd diagramm. A fazistér nem mas, mint
az egyes pattanasok x,, és v, adatainak egy diagrammon torténd abrazolasa. Mivel j = 1, ezért
a vizszintes sebesség konstans, u, =1, hiszen az wu, vizszintes kezddsebességgel
dimenzidtlanitottunk.

A A
uv ! A
71 L
671 67
57 57
47 47 ) 0
3t 3 .
- _ 3 4 5 2
271 2 L Z-lOO
1 17 6
+ ] | i t i | 1 t + t + + b f—
25 50 75 100 0.25 0.5 0.75 1
n X

12. dabra: A lepattandsokhoz tartozo sebességkomponensek (a kék szin a vizszintes, u , a piros
szin a fiiggdleges, v sebességkomponenst jeloli) a lepattanas sorszamanak fiiggvényében az
elso 100 pattanasig (bal oldal), és a mozgas fazistere (csak a fiiggoleges
sebességkomponensre), az egyes pontok felett a lepattands sorszama (jobb oldal). A mozgds
periodikussagdra az utal, hogy a 7. iitkozéstol kezdve a hely-sebesség szampar allandoan
ismétlodik. Az erre a mozgasra (és tovabbi mozgasokra) vonatkozo lépcsoszam-iitkozésszam
fiiggvényt (N —n) az 1) fiiggelékben adjuk meg

Nézziik meg hogyan valtoznak a 12. abran lathat6é diagrammok, ha a 1épcséfokokat egy Kis,
r = 0.01 sugaru gorbiilettel lekerekitjiik. Akkor van értelme ezt 0j esetként vizsgalnunk, ha a
labda az els6 néhany szaz iitk6zés alatt le is pattan a gorbiiletre, ami csak bizonyos
kezdoértékekre torténik meg. Az altalunk vizsgalt vy = 3 esetben mindossze otféle ilyen x,

uyv, 4 v

...........................

—_— W R L N 3 0
4 4 s s " 4 s
t t t t t t t

. S A S T I S e S

y 25 ?0 75 100 0.25 05 0.75 1
n X

13. dbra: A 12. dbra diagrammjai v = 0.01 esetben, x, =0.339 kezdeti koordindtaval. Minden
gorbiiletre pattanaskor u,, értéke névekszik (kék gorbe). Lathato ennek alapjan, hogy az elsd,
és a 49. iitkozéskor is gorbiiletre pattant a labda (ezeket a pillanatokat nyilak jelzik), a
novekedeést pedig néhany pattands alatt v, 1S megteszi. A fazistéren az elsé néhdany fiitkozést
beszamoztuk. A labda végiil 272 pattanas utan elrepiil.
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koordinatat talaltunk, vagyis csak &t kis intervallumban 1évé X, ad szamunkra érdekes
eredményt. Ha az n+1. pattands soradn el0szor pattan a labda gorbiiletre, akkor az egyes
pattanasokhoz tartozo vizszintes sebességkomponensekre: u; =u, =...=u, =1 < Up,41,
vagyis a vizszintes sebesség megnd, ugyanis a pattanas helyén a gorbiilet egy jobbra lejt6 siknak
tekinthetd, erre pattanva jobbra mutatd impulzusvektort szerez. A vizszintes sebesség
novekedését a vizszintes litk6zési egylitthaté hianyaban semmi sem mérsekli, igy a gorbiiletre
pattandsok soran egyre nagyobb sebességre tesz szert, s egyre tobb 1épcsot ugrik at.

Amikor egyetlen pattands soran legalabb 100 Iépcséfokot ugrik at a labda, azt mondjuk
,elrepllt”, hiszen ezutan nem valdszerli a mozgas, és nincs értelme vizsgalni. Ekkor ugyanis
modelliink érvényessége mar kétséges, hiszen a sebesség is nagy, s a légellenalldas nem
hanyagolhat6 el, marpedig mi parabolapalyakkal szamoltunk. A 13. dbra egy gorbiilettel
rendelkez6 1épcsdfokok esetében kialakuld diagrammokat mutat. Erdemes hangsulyozni, hogy
a sebességnovekedés nem csak a vizszintes, de a fliggdleges komponenst is érint. Ez latszik is
az abran, hogy az u, nodvekedését v, mindig koveti. Fontos észrevenni, hogy mar ilyen kis
gorbiilet bevezetés esetén is ennyit valtozik a mozgas jellege: az u,, = 1 gorbétdl jelentds az
eltérés, és az (x, v) sikon is sokkal kiterjedtebb az alakzat, mint r = 0 esetén. Erdekes kérdés,
hogy mit is jelent ez a palyajanak a tekintetében. A labda a gorbiiletre pattanas utan néhany
pattanassal, mar nagyobb vizszintes és nagyobb fiiggbleges iranyu sebességgel rendelkezik,
vagyis valamilyen értelemben egy magasabb energiaszintre 1épett. Ezt a palyajanak modosulasa
IS kitinben mutatja: 14. abran abrazoljuk 1. és 2. gorbiiletre pattanas kozott, illetve a 2. é33.
gorbiiletre pattanas k6zott a mozgasanak palyajat (a 3. pattanas a 151. {itkozéskor torténik meg).
Azért esett a valasztasunk erre a 2. gorbiiletre pattandsra, mert a kritikus pattanas el6tt, és utan
is sokaig pattogott a labda gorbiilet beavatkozasa nélkiil. Az abran az latszik, hogy a nagyobb
mozgasi energiaja miatt a ferde hajitasnak megfelelden megnovekedik a legnagyobb magassaga
is. Az is észrevehetd, hogy ez nem azonnal torténik, csak néhany pattanas utan all be a
magasabb energiaszintre, ezzel egybevagnak a 13. és 14. abrakkal kapcsolatos
megfigyeléseink.

AN

X

14. dbra: A gorbiiletre pattanasok hatasa a labda mozgasanak alakjara (a labda minden rajzon
a 8. lépcsdfokon dthaladva a 0. lépcsdfokhoz keriil). A bal oldalon az 1. iitkozéstol a 49.
litkozésig, a jobb oldalon a 49. iitkozéstél a 151. iitkozésig lathato a labda palydja (a 49.
titkozes helyét mindkét abran egy nyil jelzi).

Minél gyakrabban pattan sarokra a labda, annal gyakrabban ndvekszik a sebessége. Ennél
fogva nagyobb r értékekre gyorsabb novekedés varhatd és hamarabb elrepiil a labda. r = 0.05
¢és r = 0.1 esetekben kialakul6 mozgés adatait mutatjak a 15. abra diagrammjai. Lathatd, hogy
a sugar novekedésével az elrepiilésig tartd id6 lecsdkkent.
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v ' _ v
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15. abra: A 13. abra diagrammjai az v =0.05 és r =0.1 esetekben, x, =0.6 és x, =0.56
kezdeti koordinataval (piros a fiiggdleges, kék a vizszintes iranyu sebesség). Lathato, hogy
ahogy a gorbiilet sugara no, egyre gyakrabban pattan ra a labda, és ezzel egyiitt egyre
gyorsabban né a sebessége. A labda elobbi esetben 59, mig utobbi esetben 24 pattands utdn

Nézziik meg hogy talalunk-e kdoszra utald jeleket mar az r = 0.01 sugart gorbiilet
hozzaadasaval. Ehhez inditsunk el két labdat azonos sebességgel, egymastol 1076 tavolsagra,
és figyeljiik, hogyan valtozik a két labda dx(n) tavolsaga a pattanasok soran. Kaotikus
folyamatokndl a dx(n) fiiggvény exponenciélisan né [3,4], vagyis lg(dx(n)) linearisan nd (Ig
a tizes alapt logaritmust jel6li). A 13. dbranak megfeleld pattogas mentén érvényes [ g(dx (n))
fliggvényt mutatja a 16. dbra.

A grafikonon az latszik, hogy amint gorbiiletre pattannak, a kovetkezo litkozésre a labdak
sokat tavolodnak egymastol. Azt is vegyiik észre, hogy a 6. pattanas utan is nott a tdvolsag,
pedig a 15. abran itt nem lattunk sarokra pattanast. Ez azért tortént, mert a masik, az eredetit6l
107° tavolsagra elhelyezett labda rapattant egy sarokra, amit az elsé csak megkozelitett.
Mindkét megfigyelés a gorbiilet szor6 tulajdonsagat mutatja, ami kis szorofeliiletként erdsen
szor. A gorbiilet miatti hirtelen ndvekedés utan altalaban egy egyre lassuld novekedés veszi
kezdetét. Néha, a megfigyeléseink alapjan az is el6fordul, hogy véletleniil lecsokken a tavolsag,
de ez mindig csak egyszeri esemény, a kdvetkez6 pattanasnal Gjra folytatja a ndvekedését.

Minél nagyobb a két labda tavolsaga, anndl valoszinlibb, hogy a 6. pattanas utan talalt
esemény eléfordul. Ilyenkor mar nem lehet azt mondani, hogy két kdzeli mozgast abrazolunk,
mert a két mozgasnak joforman mar semmi koze egymashoz. Csak addig van értelme a
grafikont vizsgalni, amig még Osszetartoznak a labdak, éppen ezért az ilyen grafikonokat csak
lg(dx) = 0 értékig figyeljiik, tehat, amig egy 1épcséfoknal kisebb a két labda tavolsaga.
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Ig(dx)

* + . 2‘5 * 5‘0 ' 7‘5 . ISO i
n

16. abra: A tavolsag novekedése az v =0.01 esetben: az x, =0.339 kezdeti koordinatarol, és
a téle 107° tavolsdgra elinditott labdak lg(dx) tdvolsdga az iitkézések fiiggvényében.
Gorbiiletre pattanasok utan hirtelen novekedés lathato a fiiggvényben, amely aztan egyre
lassul. Osszehasonlitasként megjegyezziik, hogy a szégletes lépcsd esetén ez a mennyiség nem
valtozik, végig a -6 értéket veszi fel.

Az 4bran lathato hirtelen kiugrasok miatt nehezen mondhat6 lineédrisnak a fliggvény, ezért
megnéztiik az 5 szignifikansan kiilonboz6 kezdodértékre, és az egyes pattanasokra kapott [g(dx)
értékeket atlagoltuk, és abrazoltuk a 17. abran. Itt mar tagadhatatlan a linearités, az illeszkedd

lg(dx)

+ + t + + + -
10 20 30 40
n

17. abra: r =0.01 esetben, x, =0.067, 0.339, 0.53, 0.631, 0.798 kezdeti koordinatdikrol, és a
t6liik 107° tavolsdgra elinditott labddk tavolsdgdanak az dtlaga az idd fiiggvényében. A
fiiggvény az elején nagyon meredek, hiszen az dsszes vizsgalt labda ilyenkor szinte egyszerre
pattan gorbiiletre. Ennek lecsengése utan a fiiggvényre (.22 meredekségii egyenes illesztheto.
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egyenes meredeksége A = 0.22/iitkdzés. Kaotikus mozgasra jellemzd, hogy az Gn. Ljapunov
exponensiik [3,4] pozitiv. A Ljapunov exponens az lg(dx(n)) mennyiségek atlaga nagy szamu
kezdofeltételt vizsgalva. Ha ez a feltétel ndlunk még nem is teljesiil, a vizsgalt né¢hany
kezdofeltételre atlagolt Ljapunov exponens szerli mennyiség pozitiv, azaz a kaoszra utalo
tulajdonsagok mar r = 0.01 esetén is megjelennek, éles ellentétben a szdgletes 1épcsd esetével,
ahol 1 = 0. Mindez 6sszhangban van azzal, hogy a fazistéren szétszort ponthalmaz jelenik meg
a 13. abra jobb oldali képén, ami a kaotikus mozgasok egy masik jellemzdje.

I1) Kvaziperiodikus pattogas

A kvaziperiodikus mozgas olyan mozgas, mely nagyon hasonlit egy periodikus mozgéasra,
de a sebesség ¢és a helykoordinatdk egy kicsit valtoznak, ,,nem sikeriil” mindig ugyanugy
visszatérni a pattogasnak. Eppen ezért a 11. abran lathato pirossal jeldlt periodikus mozgas nem
jon 1étre, az allandosult mozgas ehelyett bizonyos savokban mozog. Ez lathato a 18. abran.

18. dbra: A kvaziperiodikus mozgas palydjanak képe k =0.75-re a szégletes lépcson xy =0.7
koordindtardl indulva (a labda a 8. lépcsdt elhagyva it is a nulladik folé keriil). Az elsé
néhany, még nem dllandosult iitkozés kiiktatasa céljabol az elsé 500 pattands utan kévetkezo
1000 pattanast abrdzoltuk.

Szogletes 1épcsdn a periodikussagot jelentd kivételes, diszkrét k értékeket kivéve mindig
kvaziperiodikus pattogas jon létre. Mi a [2]-ben is tanulmanyozott k = 0.75 esetet vizsgaljuk.
Amint lathato, egymashoz hasonl6 pattanasok torténnek, de nem mindig ugyanott, illetve nem
mindig ugyanakkora sebességgel. Ennek megfelelden egyszerii szabalyszeriiség figyelhetd meg
a mozgas diagrammjain (19. abra).

uyv v
77 77
67 61
g e
47 4+
8 8 34 . .
] 21 v
1 1
1 + + . . i i t b 4 I I b | ! ! } b
525 550 575 600 0.25 0.5 0.75 1
n X

19. dbra: Az el6z6 abra kvaziperiodikus mozgasanak sebesség-ido diagrammja és fazistere.
Egyforma ismétlodo pattanast jellemzo értékek helyett hasonlo, de kicsit eltéro értékeket vesz
fel, igy a fazisterén szakaszok lathatok. A labda a szakaszokhoz a nyilakkal megadott
sorrendben ad hozzd uj pontokat.
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Ahogy hozzaadjuk a gorbiiletet, a periodikus esethez hasonléan a labda egyre nagyobb
vizszintes sebességre tesz szert, ha gorbiiletre pattan, és ugyanugy hamar elrepiilhet. Az az
egyetlen kiilonbség, hogy a periodikus esetben esetleges a gorbiiletre pattanas, és csak bizonyos
kezddértékre torténik meg véges idon belill, itt a pattogds sordn a tapasztalat szerint mindig
felvesz 1-hez kozeli x,, értéket, igy kezddértéktodl fiiggetlentil érvényesiil a horbiilet hatasa.
Ennek ellenére itt is kiilonbozo x, értékeket vizsgalunk, mert szeretnénk, ha viszonylag hamar
lathatnank az elsé gorbiiletre pattanast, ne kelljen 100 iitk6zést varni. A periodikussaggal valo
hasonlésag miatt egy abran abrazoltuk az r = 0.01, r = 0.05 és az r = 0.1 eseteket (20. abra).
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20. abra: Sebesség-idd diagrammok és fazisterek az r =0.01, r =0.05, és r =0.1 esetekben,
xo =0.064, x, =0.0 illetve x, =0.78 kezdé koordinatikra. Olyan kezdeti értékeket
valasztottunk, amikre viszonylag hamar pattan gorbiiletre a labda (elso esetben 3., masodik
esetben 6., harmadik esetben 4. iitkozés soran, a gorbiiletre pattandsokat nyilak jelolik). Az
elso esetben a labda 155, a masodikban 39, a harmadikban 24 iitkézés utan repiil el.
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A 21. 4dbran abrazoltuk a két kozel inditott labda tavolsagéanak logaritmusat a pattanas
szamanak fiiggvényében. A 16. abrahoz nagyon hasonlité abrakat kapunk, ami arra utal, hogy
a gorbiiletre pattanas a gyors tavolodas eredete. A hasonldsdg megigyelhetd az
energiaveszteség idofliggésén is, ahogy ezt a 2. fliggelékben mutatjuk.

lg(dx)

(e

-

25 50 s 100 n
21. abra: r =0.01 esetben, x, =0.064 kezdeti koordinatarol indulo mozgas (20. abra elsé sor),
és a téle 1078 tavolsdgra elinditott masik labda tavolsaga az iitkézések szama fiiggvényében.
A 16. abraval nagy hasonlosag lathato.

M¢ég jobban latszik a hasonldsag, ha a periodikus esetnek megfelelden itt is vizsgalunk 5
szignifikasan kiillonb6z6 esetet is, melyek az elsé néhany iitkdzés egyikében gorbiiletre
pattannak, s ezeket kidtlagolva kapjuk a 22. abrat. Az erre a fliggvényre illesztett egyenes

meredeksége szintén A = 0.22.

Ig(dx) |
/

0 / .

7 15 22 30

n
22. dabra: r = 0.01 esetben, x, =0.064, 0.339, 0.53, 0.818, 0.96 kezdeti koordindtakrol, és a
t6liik 1078 tavolsagra elinditott labddk tavolsaganak az dtlaga az idé fiiggvényében. A
fiiggvényre 0.22 meredekségii egyenes illesztheto.

Azt latjuk tehat, hogy mar a legkisebb gorbiilet bevezetése is kdosz-szerli tulajdonsagok
megjelenésére vezet, melyeket a pozitiv Ljapunov-exponens ¢és a fazistérbeli pontok szétszort
elhelyezkedése mutat, még ha egyeldre csak gyorsan elrepiild eseteket talalunk is csak.
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B) Erint6iranyi iitkozési egyiitthaté hatasa

A gorbiilet hozzdadéasaval azt lattuk, hogy mikor a labda gorbiiletre pattan, nagyobb
sebességre tesz szert, ¢s, mivel ezt semmi sem mérsékli, egy id6 utdn elrepiil, ami nem
valosagszerli. Ennek elkeriilése végett bevezetjik az érintdiranyu {itkdzési egyiitthatot. A
célunk az, hogy minél tobb ideig mozogjon a labda valészerii sebességgel, €s igy minél tobb
ideig megfigyelhessiik. Ahhoz, hogy minél jobban, és gyakrabban lathato legyen a gorbiilet
hatasa, altalaban az r = 0.1 sugaru gorbiilettel foglalkozunk.

) Erintdirany iitkozési egyiitthaté csak a gorbiileten

Ahogy bevezettiik a gorbiiletet, logikus, hogy el6szor csak a gorbiilethez adunk érintdiranyt
iitkozési tényezot, ezaltal valamilyen médon képet kapunk arrol, hogy mennyi energiat kell
elvonnunk a labdatol, hogy kiegyensulyozzuk a gorbiilet gyorsitd hatasat. A csak a gorbiileten
jelenlévo titkozési egyiitthatd azt a hatast irja le pontszerii modelliinkben, hogy a valodi labda
odapattanva jobban megpordiil, és igy tobb haladé mozgasi energiat veszit.

Azaltal, hogy beleépitiink még egy energiaveszteségi lehetdséget, megtorténhet, hogy a
labda olyan mértékben lelassul, hogy mar nincs értelme a mozgasat vizsgalni. El6szor arra
gondultunk, hogy hagyjuk abba a labda vizsgalatat, ha a vizszintes ¢s fliggéleges iranyu
sebességek négyzetdsszege kicsi, de végll ugy dontottiink, hogy kiilon barmelyik
sebességkomponens kis abszolut értéke esetén leallitjuk a szimulaciét. Ennek oka, hogy sem a
csupan vizszintes iranyu csuszassal, sem a csupan fiiggdleges iranyu fel-le pattogassal nem
kivanunk foglalkozni. Természetesen, ha a labda gorbiiletre pattan, akkor a pattandst kovetéen
lehet kis abszolut értékii fiiggdleges sebessége, ami a kovetkezd pattandsndl megnd, igy
ilyenkor tovabb vizsgaljuk a labdat. Tehat akkor mondjuk egy labdara, hogy az n. pattanaskor
megallt, amikor:

a) |v,l <0.01¢és x,, <1—r,vagy
b) |u,| < 0.01.

Meg kell jegyezniink, hogy a megallas fizikailag redlis folyamat, és a modelliink is jol le tudja
irni, igy nem olyan mértékii probléma, mint az elrepiilés. Ennek ellenére ilyenkor mar biztosan
nem kaotikus a rendszer, tehat a dolgozat targyanak szempontjabol folosleges tovabb vizsgélni.

Erdemes definidlnunk egy 0j véltozot, ez pedig a mozgas T élettartama. Ez az iitkozések
szama a labda indulasto6l addig, amig vizsgaljuk, vagyis a megallasaig vagy elrepiilésésig. Minél
tovabb tudunk vizsgélni egy rendszert, annal jobb, igy tehat nagyobb élettartami mozgéasokat
keresiink.

A hosszu élettartam eléréséhez a j-nek nevezett gorbiileti érintGirany titkdzési egytitthato
értekét tehat ovatosan kell megvalasztanunk, hiszen, ha tal kicsi, €s igy tal sok energiat von el,
akkor a labda megall, mig ha til nagy, akkor nem vonunk el elég energiat ahhoz, hogy
megallitsuk a repiilést. Igy tehat j értékét finomhangolni kell, ha a labda megall, akkor novelve,
ha elrepiil akkor csokkentve. Mivel a hatar altaldban nem éles, és el6fordulhat, hogy kisebb
értekeknél is elrepiil, illetve nagyobb értékeknél is megall, ezért nehéz olyan j értéket talalni
ami tényleges hatart képez. Mindemellett a gorbiilet hozzaadasaval a rendszer nagyon érzékeny
lett a kezdofeltételre amit a két esetben a 18. illetve a 23. abra mutat. Ezek miatt nehéz olyan
értéket is talalni, amire a labda tobb mint 6tszézat pattog, de a finomhangolassal elérhetd egy
magas (sok kezddértékre vett) atlagos élettartam. Ennek elérésén kiviil az is fontos, hogy sok
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kezddértékre megnézve az elrepiild, és megalld labdak szama kozelitdleg megegyezzen. E két
szempont alapjan harom jegy pontossagig a k = 0.75-re a legjobb érték j = 0.262. Itt az
atlagos ¢lettartam 147 pattands, és az elrepiil6 és megallo labdédk ardnya a vizsgalt 100
kezddértékre 53:47. A legnagyobb élettartamti mozgast mégsem az ekkora iitkdzési tényezonél
talaltuk.

A legnagyobb élettartami mozgasok, a k = 0.6 és k = 0.75 esetben r = 0.1 sugaru
gorbiiletre 600 és 572 pattanasig jutottak el. Ezeknek a sebesség-id6 diagrammjaikat és a
fazisteriiket a 23. abran mutatjuk. A kétféle k értékre ujfent hasonld jellegti diagrammokat
kapunk.

s
u’vlz g v ¢

750 1000 0.25 0.5 0.75 "1

R —f— L e A A e e

250 - 500 750 1000 0.25 0.5 0.75 a
X

23. abra: sebesség-id6 diagrammok és fazisterek k =0.6 esetben (feliil) és k =0.75 esetben (alul),
elobbinél xy =0.01 és j =0.51, az élettartama pedig T = 600, utobbinal x, =0.962 és j =0.282,
az élettartama Tt = 572 (tovabbra is a piros szin a fiiggoleges, mig a kék a vizszintes sebességet
jeloli).

I1) Koz0os érintdiranyt egyiitthatd

Masképp is tekinthetiink az érintdiranyu titk6z¢€si egyiitthatora; az a labda és a 1épcs6 anyagi
mindségeétdl fiigg, tehat a Iépcsdn mindenhol ugyanannyi. Ez azt jelenti hogy a kordbban csak
a gorbiileten vett egyiitthatdo a lapos részen is érvényessé valik. Mivel ez még nagyobb
energiaveszteségét jelent, ezért j korabbi értékét drasztikusan ndvelni kell a hosszl élettartam
eléréséhez.

Kéosz szempontjabdl ennek a valtozatnak az az elénye a kordbbihoz képest, hogy azt latjuk,
hogy u, és v, is minden iitk6zésnél megvaltozik, ezért itt periodikus, és kvaziperiodikus
mozgas rovid ideig sem alakulhat Ki. A 24. abran bemutatjuk egy ilyen pattogas diagrammjait.
A sebesség-id6 diagrammon lathatjuk, hogy amikor egy ideig nem pattan goérbiiletre a labda (az
r = 0-rau, esetében konstans, v,, esetében néhany kozeli érték kozotti fluktuktualo fliggvényei
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helyett, lasd 20. abra) a sebességek gyors csokkenése lathat6. Ennek oka, hogy ilyenkor u,
exponencialisan csokken (mindig j-szeresére), és v, pedig, mint a kordbban is lathato volt,
koveti u, valtozasat. Ezzel a fazisdiagrammokon is megsziinnek az egybefiiggd vonalak.

A A
WV, - Vool
10 107
8 - 8
6+ : 67
3 A :
4"'.'-= &L 4
. - -
2 - :.:- ;\ _.“ Woig ;.r"--’-'-‘-. 2+
N A E T AR
J\HER _}\\ﬁ}\\\_\\_}\\\\}\\ﬁ,} . o ST
15 . 300 . 450 600 0.25 0.5 0.75 i X
’ n

24. dbra: Sebesség-ido diagramm és fazistér k =0.75, ] =0.926 iitkézési egyiitthatokkal,
Xo =0.736 kezdohelyrol. A labda 505 pattandas utan megall.

Az egész 1épcsdfokon értelmezett j esetén is nehéz meghatdrozni az optimalis értékét. A
gorbiileti érintéirany titkdzési egyiitthatohoz leirt eljaras alapjan a harom tizedesjegyre kapott
legjobb érték j = 0.926. A 25. dbran dbrazoltuk a kiillonb6z6 kezddhelyli labdak élettartamat.
Erdemes megfigyelni, hogy nem fedezhet6 fel egyszerii szabalyszeriiség a fiiggvényen, ami
ujabb jele a kdoszra jellemz6 kezddértektdl valod erds fiiggésnek.
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3007
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2007
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25. dabra: Az élettartam kiilonbozé kezddhelyekre k =0.75 és j =0.926-ra, r = 0.1 (v, = 3)
esetén. A piros szin a labda elrepiilését, a kék a megalldsat jelenti, ezek aranya 48:52. Az
atlagos élettartam 91 iitkozés.

t
0.25 0.3 0.75 1

Az atlagos élettartam 91 lett, mely szignifikansan kevesebb, mint a csak gorbiileten
értelmezett érintdiranyu litkdzési egyiitthatoval rendelkezd esetre kapott atlagértéknek. Tehat,
megszabadultunk ugyan a kvaziperiodikussagra emlékeztetd részektél a sebesség-id6
diagrammon és a fazistéren, de nagyban lecsokkent az atlagos élettartam.
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A mozgas kaotikus jellegét lathatjuk két kozel inditott labda tadvolsaga logaritmusanak
idofiiggésébol. A 26. abran bemutatott diagramm 20 véletlenszeriien kivalasztott x
kezddértékre kapott értékek atlagaként jott 1étre. A fliggvény linedris, az illeszkedd egyenes
meredeksége A = 0.22.

lg(dy)

0

. } : + . -
10 20 30 40
n

26. abra: j = 0.926, k =0.75 iitkozési egyiitthatoju lépcson 20 véletlenszerti kezdohelyii
labda, és a t6liik 107° tavolsdagra 1évé labda kozotti tavolsagok logaritmusdnak dtlaga az
ido fiiggvényeben. A fiiggvényre illeszkedo egyenes meredeksége 0.22.

Erdemes kiilon figyelmet szentelni a j = k esetre is, hiszen ekkor csak egyetlen iitkozési
egylitthatd sziikséges. A kozos értékre k-ként hivatkozunk. k értékét j-hez hasonldan
finomhangolni kell, ennek eredményeképpen harom tizedesjegyig a legjobb érték: 0.842.

A 18. dbrdhoz hasonldéan most is abrazoljuk a labda palyajanak a képét, 24. dbran targyalt
esetre. A kapott rajzot a 27. dbra mutatja. Itt mar nem lathatéak mindig kihagyott sdvok, az 505
pattanas alatt a 1épcs6 kozelében a labda palydja szinte teljesen befesti az abrat, és igy sokkal
rendezetlenebb, mint a 14. vagy 18. abran.

27. abra: A 24. abra adataival elinditott labda palydjanak a képe a teljes élettartama alatt. A
labda a akar 20-30 lépcsofokkal a lépcsosor folé is felpattanhat, s az attekinthatoség kedvéért
csak 3-11 lépesofok magassagban mutatjuk a palya képét.
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I11) Sebességfliggd litkozési egyiitthatok

) és Il) esetekben is azt lattuk, hogy a labda élettartama tal rovid, nem elegendd a kaosz
tulajdonsagainak pontos tanulmanyozasahoz. Emogott az all, hogy tal nagy sebességli ugrasok
jonnek létre. Ezt a problémat orvosolja utols6 vizsgalt modell-valtozatunk, a sebességfliggd
iitkozési egylitthatok modellje. Ez azon alapul, hogy egy apréd gumilabda, amikor kicsiket
pattog, akkor mozgasi energiaja nagy részét visszanyeri az iitkdzések soran de, ha nagy
sebességgel iitkozik, akkor tobb energia disszipalddik deformacio, és hoképzddés miatt. Legyen
tehat j sebességfiiggd, amit sokféleképpen el lehet idézni, de mi az egyszeriiség kedvéért olyan
ugy, hogy, ha u érintéiranyt sebességgel érkezik le a labda, akkor

j) = joe P (30)

alakban irhat¢ fel, ahol j, és S pozitiv kezdéparaméterek, amiket ugy szeretnénk megvalasztani,
hogy a labda semmilyen koriilmény kodzott se alljon meg vagy repiiljon el. Ezzel a megndvelt
disszipacioval attételesen a legellenallas hatasat is figyelembe vessziik. Amikor u « 1, akkor
Jj = jo, tehat visszakapjuk az eddigi eseteket. A j, paraméter mellet egy masikat, a B-t is
bevezettiik. Ennek a paraméternek csak nagy érintiranya sebesség esetén van hatasa, ilyenkor
viszont erésen befolyasolja a pattanas utani sebesség értékét. 1/ jelenti azt a sebességet,
amelyre az {itk6zési egyiitthat6 az e-ad részére csokken. A szimulacidban kiilonb6zo értékekre
nézzlik a mozgasok diagrammjait. Kisebb 8 nagyobb, nagyobb g kisebb j értéket eredményez,
tehat, ha a labda elrepiil, akkor nagyobb B megvalasztasa sziikséges. j, = 1 ellenére
megtorténhet, hogy a labda megall, ez a vizsgalt, k = 0.75 esetben tapasztalat szerint § > 0.1-
tol kezdve kovetkezhet be. A labda elrepiilése f < 0.05-re szokott megtorténni, igy 0.05 <
B < 0.1 tartomanyt vizsgalunk. Ilyenkor azt latjuk, hogy a labda szinte mindig eljut 10000
pattanasig, és strukturalt fazistérbeli mintazatot kapunk. A 28. abran egy S = 0.08 esetben
eléforduld6 mozgas diagrammjait mutatjuk be.A sebesség-1d6 diagrammon 25. abran lévo
diagrammhoz hasonldan a sebességek folyamatos csokkenése lathatd hirtelen novekedésekkel
megszakitva, de természetesen a csokkenés itt mas litemben (nagy sebességekre mindenképpen
gyorsabban) torténik. Az is lathato, hogy a korabban is targyalt moédon a v koveti u csokkenését
¢és novekedését. A fazistér ellenben egy 0j tulajdonsagot mutat. Az eddigi szétszortsag mellett
elkezdett vonalakba rendezOdni, mely a fraktalok jellemzdje, a fraktalszerli fazistér pedig a
kaotikus mozgasok jellemzdje [3,4,7].
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28. abra:k =0.75, jo =1 és [ =0.08 iitkozési egyiitthatoju lépcson a xy =0 kezdohelyrol
inditott labda diagrammjai 2000 pattanasig. A mozgas hosszu élettartamu, mert 100000
pattanasig még kovetheto volt.
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A 29. dbran abrazoltuk egy masik mozgast azonos paraméterekkel, de a labda mas
kezd6koordinatajaval. A sebesség-idé diagramm jellegében hasonld, ¢s lathatdé hogy a
mozgasok maguk kiilonboznek. Ennek ellenére a fazistéren ugyanazt az abrat latjuk, vagyis a
kiilonb6z6 kezdeti feltétellel indulé mozgasok rovid atmeneti viselkedés utdn ugyanazt az
alakzatot jarjak be. Ez az alakzat ezért attraktornak nevezhetd, és mivel a mogas rajta kaotikus,
ezért fazistérbeli mintazatot kaotikus attraktornak nevezziik.

uyv
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29. abra:k =0.75, j, =1 és [ =0.08 iitkozési egyiitthatoju lépcson a xy =0.5 kezdohelyrol
inditott labda diagrammjai 2000 pattanasig. a 28. abratol kiilonbozo a sebesség-ido diagram,
de a fazistérbeli strukturdk megegyeznek.

A 30. abran a 28-29. abran targyalt paraméterii mozgas u — x és v — x fazisterében
megjelend pontokat mutatjuk 5000 pattanasig, ami a kaotikus attraktor két kiilonb6z6 nézete.
Az u — x fazistérrdl idaig nem volt sz6, de most ezt is abrazoltuk, hiszen ez is a fazistér egy
lehetséges mososulata, és ezen is észrevehetd szdlasodas. Mindkét nézetben kis sebességekre
vizszinteshez kozeli szalak lathatdak a lépcsd lapos részén, ami a gorbiileten megtorik
(x > 0.9), ahol u esetében szétszorddnak, v esetében kis helyre koncentralddnak az eléfordulo
sebességértékeket mutatd vonalak. Tisztan latszik, hogy a fliggbleges sebesség negativ
értékeket is felvehet, de ez mindig csak a gorbiileten torténhet meg.
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30. dbra:k =0.75, jo, =1 és P =0.08 iitkozési egyiitthatoju, r =0.1 sugaru gorbiilettel
rendelkezo lépcson barmilyen kezdohelyrol inditott labda kaotikus attraktorat mutatia 5000
pattanasig. Mindkét grafikonon lathato az értékek vonalakba rendezodése, mely a fraktalok,
és igy a kaotikus mozgasok egy jellemzoje (az dtlathatosag kedvéért a korabbiaknal kisebb
méretti pontokat hasznaltunk).
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Az érintéiranyu litkdzési egylitthatd bevezetése utan a mozgasokat mind az r = 0.1 esetben
vizsgaltuk, de az a) fejezetben azt lattuk, hogy mar a legkisebb sugar esetében megjelenik a
Ljapunov-exponenshez hasonlé mennyiség, mely két egymashoz kozel inditott mozgas
lg(dx) — n grafikonjara illeszthet6 egyenes meredeksége. Minél nagyobb a meredekség, annal
gyorsabban tavolodik két kozel inditott labda, igy a mozgas annal nehezebben jelezhetd elore.

Kisebb sugart gorbiilet jobban szor, de arra ritkdbban pattan a labda, tehat felmeriil a kérdés,
hogy melyik hatds dominal, vagyis hogyan fiigg r-tdl a meredekség. A 31. dbran abrazoltuk
kiilonb6z6 gorbiileti sugarra ugyanannak az 1000 véletlenszerii helyrdl indulé labdahoz tartozé
lg(dx) —n grafikon atlagat. Az abrarol lathato, hogy a Ljapunov-exponens monoton nd a
gorbiileti sugar ndvekedésével, a 0.025-0.5/iitk6z¢és tartomanyban.
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31. abra:k =0.75, j, =1 és [ =0.08 iitkozési egyiitthatoju lépcson 1000 véletlenszerii helyrol,
ettol kis tavolsagra inditott labdak atlagos tavolsaga az ido fiiggvényében, r =0.0, r =0.01,
r =0.02... v =0.25 esetekben (szomszédos értékek kiilonbozo szinnel jelolve). r =0.25 folott
mar nem lépcsoszertii az alak, igy csak addig abrazoltuk. A grafikon minden egyes esetben egy
egyenes alakjat veszi fel, méghozza nagyobb r esetén mindig nagyobb meredekségiit.

A 32. dbrén a Ljapunov exponens novekedését vizsgaljuk, és kidertiil, hogy az linedrisan
novekszik a gorbiilet fliggvényében. Ennek az egyenesnek a meredeksége 1.3.

Megjegyezziik, hogy bevezethetd a normalirany iitk6zési egyiitthato sebességfiiggését is, pl.
a (30)-hoz hasonlo

k(v) = koe V! (31)

alakban, ahol k, és y pozitiv paraméterek, v pedig a labda iitkdzés el6tti normaliranya
sebessége. A (30)-tol eltéréen most megjelenik egy abszolutérték jel a sebesség koriil, hiszen
u-val ellentétben v mindig negativ érték (hiszen a labda az {itk6zés el6tti pillanatban lefelé

halad). jo, ko, B és y mind kiilon megvalaszthaté paraméterek, de az egyszeriiség kedvéért a
Jo = ko = 1ésap =y feltételeknél maradunk. Ez azért elény0s, mert igy egyetlen
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A 041

32. abra: A 31. abrdan az egyes gorbékre illesztheto egyenes A meredeksége, a Ljapunov-
exponens a gorbiilet sugaranak fiiggvényében. Lathato, hogy a meredekség linearisan né a
gorbiilettel. Az igy kapott egyenes meredeksége 1.3.

paraméterrel () megadhatdo mindkét sebességfiiggd litkozési egylitthato. A tesztelés sordn azt
lattuk, hogy f a korabbindl koval nagyobb, 0.03 < f < 0.15 tartomanyban mindig hossza
¢lettartamu mozgast ad. A f = 0.1 esetben fellépd mozgas kaotikus attraktora a 33. dbran
lathat6. A grafikon szélasoddsa minden eddiginél tisztabban lathato.

u A v A
47 4+

0.25 0.5 0.75 1 0.25 0.5 0.75 w1

33. abra: ky = j, =1 és B =0.1 esetben a kaotikus attraktor az elsé 5000 pattanasra.

Ennek az abrénak az adataival jfent dbrazoltuk a palya képét az elsé 1000 pattanasra, ez a
34. abran lathato. Itt nem volt sziikség az 4bra tetejének levagasara, mint a 27. dbran, mert
sosem pattanta a labda négy 1épcséfoknal magasabbra. A mozgas soran a labda a 1épcs6
kozelében teljesen befesti a képet.
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34. abra: A 33. abra adataival elinditott labda palydjanak a képe az elsé 1000 pattands soran.

Meg kell jegyezniink, hogy a (30) és (31)-ben mutatott sebességfliggésen kiviil sok mas
fliggés is lehetséges, pl. a sebesség abszolutértékétol valo fiiggés, s mas fiiggvényalak, pl.
szigmoid is, de ezek vizsgalata mar meghaladja a dolgozat kereteit.
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9. Osszefoglalis

A dolgozatban arra a kérdésre kerestiik a valaszt, hogy kaotikus-e egy kisméretii (pontszerii)
labda mozgésa lekerekitett sarka fokokbdl all6 1épcson.

A modell feltételezése szerint az litkozések kozott a mozgas ferde hajitas, a 1ényeges esemény
- az iranyvaltas ¢s a disszipacio - az iitkdzésekkor torténik. Ezért célszeriinek bizonyult az
iitkozések sorozatdt kovetni (a visszapattands utani sebességekkel), diszkért (n) ideja
eseménysorozatként.

Mar a legkisebb lekerekités is 1ényegi valtozasra vezet a szogletes 1épcson torténd mozgashoz
[2] képest. A gorbiileten szert tett vizszintes irdnyu sebességnovekedés miatt egyre nagyobb
ugrasok torténhetnek, egyre nagyobb sebességekkel, s igy a mozgas kivezethet a modell
értelmezési tartomanyabol, a 1égellenallast ugyanis végig elhanyagolhatonak tételeztiik fel.
Ezért egy bizonyos kritikus ugrasi nagysag (100 1épcséfok) meghaladésa esetén értelmetlennek
tekintettik a szimulalast, s leallitottuk. Igy viszont erés idébeli megszoritast kaptunk, ami
megneheziti a mozgés kaotikussagdnak ellenérzését (hiszen csak hosszu ideig tartd mozgas
lehet szigoru értelemben kaotikus).

A hagyomanyos, merdleges sebességekre vonatkozod iitkozési egyiitthaté mellett az idGsor
jelentdsen eltér a szogletes 1épcs6hoz tartozotol, de még sok szabalyos vondst is mutat, a
fazitérbeli pontok szétszorddnak, de még kevesen vannak. A legmeglep6bb valtozas a kozeli
pontok tavolodasi litemében latszik, s rogton kozelitdleg exponencialisnak bizonyul, szemben
a szogletes 1épcsé semmi tdvolodast nem mutatd esetével. Lényegi atlagképzésre azonban a
kevés esetszam miatt nincs mod.

A modell modositasai az érintéleges sebességekre vonatkozd {itkdzési egyiitthatd (j)
bevezetésével arra vilagitanak ra, hogy a gorbiileten torténd pattanasok rugalmas tulajdonsagai
eltéréek lehetnek a siklapon torténdkétdl. A gorbiileten, majd a teljes 1épcséfokon is érvényes
nagyobb energiaveszteség figyelembevételével az ugrasok valamelyest kisebbé valtak, de nem
maradtak hosszan a kritikus ugréasi nagysag alatt. Az érvényes mozgéasok hosszabbak lettek, s
mindhdrom vizsgalt tulajdonsag egyre jobban érvényesiilének bizonyult. Igazan hosszu
mozgasokhoz csak akkor jutottunk, amikor figyelembe vettiik az {litk6zési egyiitthatok
sebességkomponensektdl vald fliggését. Ekkor mar a fazistérbeli fraktalszerkezet is tisztan
megmutatkozott, s az exponencialis tavolodas litemének, a Ljapunov-exponensnek a gorbiileti
sugartol valo fiiggését is meg tudtuk hatarozni.

Osszefoglalasként azt mondhatjuk, hogy a lekerekitett szélii 1épcsékon pattogd labda mozgasa
modelliinkben kaotikusnak bizonyult, s mivel a valésag ennél bonyolultabb (porgés, rugalmas
rezgés, 1égellenallas) s egy Osszetettebb rendszer dltaldban még kaotikusabb, elfogadhatjuk,
hogy a valodi labdék 1épcsdn lefelé pattogasa is kaotikus vondsokat mutatd folyamat (persze
azokat is véges ideig figyelhetjuk csak).
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10. Kitekintés

Kutatasunk soran tovabbi kérdések is felmeriiltek, melyre a dolgozat keretében nem adtunk
valaszt. Ezek megvalaszolasat a kdzeljovoben tervezziik

a) Kiilonféle iitkozési egyiitthatok vizsgalata

Az iitkozéi egylitthatd helyfliggését csak egyetlen esetben vizsgaltuk meg, méghozza az
érintéleges litkdzési egytitthatdra, amikor a lapos részen 1, a gorbiileten mas értéket kapott.
Erdekes eredményt adhat, ha ugyanezt a normaliranyt iitkdzési egyiitthatéra nézziik meg.

b) Mas, a 1épcsot jellemz6 paraméterek

Az egyszeriiség kedvéért a dolgozatban kizardlag az m = 0.5 és H = 4 paraméterti 1épcsdkkel
foglalkoztunk, de érdekes megnézni meredek, €s kevésbé meredek lépcsiket, illetve a
1€pcséhoz és kezdOsebességhez képest nagyobb, és kisebb gravitacios gyorsulast. Emellett csak
az r=0.1 esetet vizsgaltuk athatéan, az r > 0.25 esetekkel pedig egyalatlan nem
foglalkoztunk. Kiilondsen igéretesnek tiinik a nagyon kicsi, r < 0.01 gorbiilti eset vizsgalata,
vagyis a kdosz megjenésnek a modja. Ugyan ilyenkor mar nem mondhato 1épcsdalakunak a
kapott y,(x) gorbe, de a mozgas ett6l még lehet izgalmas.

c) Attraktor elérésének és az attraktoron valdo mozgas statisztikajanak vizsgalata

Az attraktor tulajdonsagairdl alig beszéltiink, pedig annak rengetek jellemzojét fel lehetne
deriteni. Figyelemre mélto lehet példaul, hogy a kezddfeltételek fiiggvényében milyen gyorsan
éri el a mozgas az attraktort, vagy hogy mi torténik pontosan, amikor mar elérte. Szintén fontos
lehet, hogy a hosszu ideig tartd6 mozgasok milyen valdszintiséggel érintik az attraktor egyes
pontjait.
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Téth Abel

Fiiggelék
1) Az N — n fiiggés

Lépcson pattogd labda

A mozgas N — n fliggése azt adja meg, hogy az egyes pattanasok soran hany Iépcséfokot ugrik
at a labda, ami példaul a sebesség nagysagéaval, vagy a két litkozés kozotti ferde hajitassal
leirhatd mozgés soran elért legnagyobb magassaggal korrelal.
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25 50 75 100
n

25 50 75

35. abra: A k =0.6-ra felléepé mozgas N — n fiiggvénye r =0 (bal oldal) és r =0.01 (jobb

oldal) esetben, a 12., illetve a 13. dbra adataival.
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36. dabra: A k =0.75-re felléepé mozgdas N —n fiiggvénye r =0 (bal oldal) és r =0.01 (jobb
oldal) esetben, a 19., illetve a 20. abra felso soranak adataival.
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N
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37. abra: A k =0.75-re fellepo mozgas N — n fiiggvénye a j érintbiranyu iitkozési egyiitthato
hozzaadasaval, az r =0.1 esetben, a 24. abra adataival.
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() e e = s+ i e

250 500 750 1000

38. dbra: Sebességfiiggo iitkozési egyiitthatok esetén fellepo mozgas N —n fiiggvénye az
r =0.1-ra, a 33. abra adataival.

2) Energiaveszteség

Definidljuk a h,, mélység nevii valtozot, mely az n. 1épcséfok magassaga a 0.-hoz képest.
Ennek m-ed része megmondja, hogy a 0. pattanas és az n. pattanas kozott Gsszesen hany
1épcséfokot ugrott at. A korabbi valtozokbdl h,, szdmolhat6:

n—-1
h, = mz N;. (32)
i=0

Ebbdl az n. iitkdzés utan a dimenziodtlan energidja (tomeget egységnyinek tekintve, és a helyzeti
energia nullszintjét a 0. 1épcsofok lapjanak egyenesén megvalasztva):

u,? + v,

En:T_H(hn_yn)' Yn < 0.

Erdemes az energiagrafikonokat igy abrazolni, hogy a kezddértéktdl fiiggetleniil athaladjon
az origbn, igy szembetin6vé téve a kiilonb6zé kezddértékekkel felrajzolt grafikonok
hasonldsagat, ugyhogy ehelyett az energiat a 0. pattanas energiajahoz viszonyitjuk. A negativ
érteket felvevd Osszenergia helyett inkdbb a kezdeti allapot ota torténd pozitiv eldjelil
energiaveszteséget nézziik. Tehat az energiaveszteség AE,, értéke (definicio szerint uy = 1 és
hy = 0):

1+ vy? Up® + 1,2
DBy = —5—+ m—(%—H(hn—yn)). (33)

Az energia valtozasanak bemutatasara megrajzoltuk a r = 0 és r = 0.01 esetben vizsgalt
pattogasok energia-id6 és energia-mélység diagrammjat a 39. dbran. Els6 ranézésre az latszik,
hogy r = 0-ra, az els6 néhany értéket leszamitva mindkét grafikon linearis novekedést mutat.
r = 0.01-re viszont az energia- id6 diagrammon nagy valtozast latunk. A gorbiiletre pattanasok
utdn né a meredeksége. Ennek oka az, hogy ugyan nagyobb sebessége lesz, de ennél sokkal
nagyobb hatdsa van annak, hogy emiatt tobb 1épcséfokot ugrik at egyszerre, igy né az egy
litkdzésre jutd energiaveszteség. Ennek ellenére az energia-mélység fiiggvény megtartotta
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39. abra: Az energia ido és mélység fiiggése k =0.6-ra az r =0 esetben (feliil) és az r =0.01
esetben (kozépen), illetve k =0.75-re r =0.01 esetben (alul). EI6bbi esetben néhdny pattandst
kovetoen mindkét fiiggvény egy egyenes alakjat veszi fel, melyen egyenletes stirtiségben vannak
pontok. Utobbi két esetben (melyek lényegesen csak a meredekségiikben kiilonboznek) a
gorbiiletre pattandsok utan az AE — n fiiggvényen az egyenes megtorik, és a meredekség no,
mig az AE — h fiiggvény az egyenes alak, és a meredekség is megmarad, de az egyenesen
kijelolt pontok siiriisége csokken.

linearis alakjat, és a meredekségét is. Annyi valtozott, hogy mivel egyszerre tobb 1épcséfokot
ugrik at a labda, ezért kevesebb Iépcsore pattan le, igy ritkdbban rajzolhatunk fel pontokat. Az,

hogy a sebességnovekedés ellenére a fiiggvény linearitdsa €s meredeksége nem valtozik,
bizonyitja, hogy (33)-ban h,, dominal, leginkabb ez hatarozza meg a fiiggvény alakulasat.
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Ha jobban megvizsgaljuk a diagrammokat, lathatjuk, hogy kozvetleniil a gorbiiletre pattanasok
utan mind az AE — n, mind az AE — h diagrammon megtorik egy kicsit a linearitas, és csak
néhany pattands utan, amikor a 13. dbran v, értéke is megndvekedett, és a labda elérte az 0j
standard mozgasi energidjat all be AE — n diagramm esetében az uj meredekségd, illetve AE —
h diagramm esetében a régi meredekségii, de mas pontsiiriségii egyenes.

3) A szimulacio és felhasznaloi feliilete

A szimulacidonkhoz felhasznaloéi feliilet is tartozik, melyben meg lehet nézni barmely, a
szovegben mutatott abrat. A 40. abran az egyik diagramm példajan mutatjuk meg a szimulaciod
feliiletét. A jobb oldalon beéllithatok az m, r, H, k, és j paraméterek, utdbbi kiilon a lapra és
az ivre, ha a 8. fejezet B) részének 1) szakaszdban taldlhatd 4brakat szeretnénk rekredlni.
Emellett beallithatok a labda x, és v, kezddértékei, a szimulacio hosszanak nmax felsékorlatja,
¢s a diagrammokon az egyes értékek vmax és Nmax maximuma. A sebesség szot rovidito seb
nevil beallitasrol késébb beszéliink. A beallitasok utan a start gombbal indul a szimulécio, ami
képernyd kozépsé harmadaban jelenik meg. Alul a program tudatja veliink a szimulacid
jelenlegi allasat, vagyis az eddig megtortént pattanasok szamat (ezt persze levettiik a dolgozatba
rakott abrakrol). Bal oldalon éallithatjuk, hogy a mozgis milyen diagrammjara vagyunk
kivancsiak (van néhany olyan is, melyet megcsinaltunk ugyan, de nem tartottuk elég
érdekesnek, hogy a dolgozatba kertiljencek).
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40. dbra: A szimulacio felhasznaloi feliilete, az ,,u — x, v — x” fiilet megnyitva
A bal oldalon lathat6 szim. szocskdra kattintva a labda palyajanak képét lathatjuk. Ennek kétféle
modja van, egyrészt tudja litkzésekkor a jelenlegi €s az el6z0 titk6zés kozti parabolat egyszerre
kirajzolni (ezt hasznaltuk a dolgozat abraihoz), masrészt a szemléletesség kedvéert tudja a labda
palyajat folyamatosan, haladdsa kézben rajzolni, ezt a 41. dbran mutatjuk. Utobbinak a
sebességét allitja a jobb oldalon 1évo seb nevii szamérték. E két funkcio kozotti valtas, és még
két masik fontos opcid (az, hogy az lg(dx) —n fiiggvénynél valamennyi mozgas atlagat
jelezze, és az, hogy az ilitkdzési egyiitthatok valamilyen S és y értékekkel sebességfiiggék
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41. dabra: A labda palydjat folyamatosan kirajzolo abra

legyenek) csak a programkddban talalhatod, a felhasznaldi feliileten nem elérhetd. Ezeket a
kozeljovoben beleépitem a felhaszndloi feliiletbe, és hamarosan nyilvanossa teszem a
szimulaciot.
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